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briques. 

8.  28  mars  1881.  Sur  la  representation  des  nombres  par  les  formes. 

9.  4  avril  1881.  Sur  une  nouvelle  application  efe  quelques  proprietes  impor- 
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14.  6  juin  1881.  Sur  une  propriete  des  fonctions  uniformes. 

15.  27  juin  1881.  Sur  les  fonctions  fuchsiennes. 

16.  11  juillet  1881.  Sur  les  groupes  kleineens. 

17.  18  juillet  1881.  Sur  une  fonction  analogue  aux  fonctions  modulaires. 

18.  8  aout  1881.  Sur  les  fonctions  fuchsiennes. 

19.  17  octobre  1881.  Sur  les  fonctions  fuchsiennes. 

20.  5  decembre  1881.  Sur  les  courbes  definies  par  les  equations  differentielles. 

21.  9  et  16  janvier  1882.  Sur  une  extension  de  la  notion  arithmetique  de 

genre. 

22.  23  janvier  1882.  Sur  les  fonctions  fuchsiennes. 

23.  13  fevrier  1882.  Sur  les  points  singuliers  des  equations  differentielles. 

24.  17  fevrier  1882.  Sur  Pintegration  des  equations  differentielles  par  les  series. 

25.  27  mars  1882.  Sur  les  groupes  diseontinus. 

26.  10  avril  1882.  Sur  les  fonctions  fuchsiennes. 

27.  24  avril  1882.  Sur  les  fonctions  fuchsiennes. 

28.  22  mai  1882.  Sur  une  classe  d’invariants  relatifs  aux  equations  lineaires. 

29.  3  juillet  1882.  Sur  les  transcendantes  entieres. 

30.  9  octobre  1882.  Sur  les  fonctions  fuchsiennes. 

31.  30  octobre  1882.  Sur  les  series  trigonometriques. 

32.  22  janvier  1883.  Sur  les  fonctions  de  deux  variables. 

33.  5  mars  1883.  Sur  les  series  des  polynomes. 

34.  12  mars  1883.  Sur  les  groupes  des  equations  lineaires. 

35.  16  avril  1883.  Sur  les  fonctions  a  espaces  lacunaires. 

36.  30  avril  1883.  Sur  les  groupes  des  equations  lineaires. 

37.  2 1  mai  1883.  Sur  les  fonctions  fuchsiennes. 

38.  23  juillet  1883.  Sur  certaines  solutions  particulieres  du  probleme  des  trois 

corps. 

39.  29  octobre  1883.  Sur  la  reproduction  des  formes. 

40.  5  et  26  novembre  1883.  Sur  Pintegration  algebrique  des  equations  line¬ 

aires. 

41.  3  decembre  1883  (en  eommun  avec  M.  Picard).  Sur  un  theoreme  de  Rie- 

manx  relatif  aux  fonctions  de  n  variables  independantes  admettant 
2u  systemes  de  periodes, 

42.  17  decembre  1883.  Sur  les  equations  algebriques. 

43.  24  decembre  1883.  Sur  les  series  trigonometriques. 

44.  4  fevrier  1884.  Sur  les  courbes  definies  par  les  equations  differentielles. 

45.  11  fevrier  1884.  Sur  les  substitutions  lineaires. 

46.  25  fevrier  1884.  Sur  les  groupes  hyperfuchsiens. 


Analyse  de  ses  travaux  scientifiques. 


5 


47.  31  mars  1884.  Sur  une  equation  differenfcielle. 

48.  15  juillet  1884.  Sur  un  theoreme  de  M.  Fuchs. 

49.  3  novembre  1884.  Sur  les  nombres  complexes. 

50.  17  novembre  1884.  Sur  la  reduction  des  integrales  abeliennes, 

51.  8  decembre  1884.  Sur  une  generalisation  des  fractions  continues. 

52.  29  decembre  1884.  Sur  les  integrales  de  differentielles  totales. 

53.  5  janvier  1885.  Sur  une  generalisation  du  theoreme  d’ABEL. 

54.  9  fevrier  1885.  Sur  Pequilibre  d’une  masse  fluide  animee  d’un  mouvement 

de  rotation. 

55.  16  mars  1885.  Sur  les  fonctions  abeliennes. 

56.  20  avril  et  27  juillet  1885.  Sur  Pequilibre  d’une  masse  fluide  animee  d’un 

mouvement  de  rotation. 

57.  9  et  16  novembre  1885.  Sur  les  integrales  irregulieres  des  equations  line- 

aires. 

58.  7  decembre  1885.  Sur  les  series  trigonometriques. 

59.  4  janvier  1886.  Sur  la  transformation  des  fonctions  fuchsiennes  et  la  reduc¬ 

tion  des  integrales  abeliennes. 

60.  25  janvier  1886.  Sur  les  residus  des  integrales  doubles. 

61.  29  mars  1886.  Sur  les  fonctions  fuchsiennes  et  les  formes  quadratiques 

ternaires  indefinies. 

62.  19  avril  1886.  Sur  la  reduction  des  integrales  abeliennes. 

63.  27  avril  1886.  Sur  Pequilibre  d’une  masse  fluide  en  rotation.  (Reponse  a 

M.  Mathiessen.) 

These  inaugurate. 

(Paris,  Gauthier-Villars ;  1879.) 

64  Sur  les  proprietes  des  fonctions  definies  par  des  equations  aux  differences 
parfcieJles. 

Acta  Mathematica. 

(Stockholm,  Central-Tryckeriet.) 

65.  Theorie  des  groupes  fuchsiens  (t.  I,  p.  1  a  62;  1882). 

66.  Memoire  sur  les  fonctions  fuchsiennes  (t.  I,  p.  193  a  294;  1883). 

67.  Sur  les  fonctions  de  deux  variables  (t.  II.  p.  97  a  113;  1883). 

68.  Memoire  sur  les  groupes  kleineens  (t.  Ill,  p.  49  a  92;  1883). 

69.  Sur  les  groupes  des  equations  lineaires  (t.  IV,  p.  201  a  3x2;  1884). 
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70.  Memoire  sur  les  fonctions  zetafuchsiennes  (t.  V,  p.  209  a  278;  1884). 

71.  Sur  un  theoreme  de  M.  Fuchs  (t.  VII,  p.  1  a  32;  1885). 

72.  Sur  l’equilibre  d’une  masse  fluide  animee  d  un  mouvement  de  rotation 

(t.  VII,  p.  259  a  380;  1885). 

73.  Sur  les  integrates  irregulieres  des  equations  lineaires  (t.  VIII,  p.  295  a 

344;  1886). 


Journal  de  Mathematiques  pures  et  appliquees. 

(Paris,  Gauthier-Yillars.) 

74.  Memoire  sur  les  courbes  definies  par  une  equation  differentiate.  [Premiere 

Partie]  (3e  serie,  t.  VII,  p.  375  a  422;  novembre  et  decembre  1881). 

75.  —  [Deuxieme  Partie]  (3®  serie,  t.  VIII,  p.  251  a  296;  aout  1882). 

76.  —  [Troisieme  Partie]  (4®  serie,  t.  I,  p.  167  a  244;  1885). 

77.  —  [Quatrieme  Partie]  (4e  serie,  t.  II,  p.  151  a  217;  1886). 


Journal  de  l’Ecole  Poly  technique. 

(Paris,  Gauthier-' Villars.) 

78.  Note  sur  les  proprietes  des  fonctions  definies  par  les  equations  differen- 

tielles  (XLVe  Cahier,  p.  13  a  26;  1878). 

79.  Sur  un  mode  nouveau  de  representation  geometrique  des  formes  quadra - 

tiques  definies  ou  indefinies  (XLVII®  Cahier,  p.  177  a  245;  1880). 

80.  Sur  les  formes  cubiques  ternaires  et  quaternaires.  Premiere  Partie 

(L0  Cahier,  p.  199  a  253;  fevrier  1881). 

81.  —  Seconde  Partie  (LI6  Cahier,  p.  45  a  91;  1882). 

82.  Memoire  sur  la  reduction  simultanee  d’une  forme  quadratique  et  d’une 

forme  lineaire  (LVIe  Cahier,  p.  79  a  142;  1886). 


American  Journal  of  Mathematics. 

(Baltimore,  Johns  Hopkins  University.) 

83.  Sur  les  equations  lineaires  aux  differentielles  ordinaires  et  aux  differences 

finies  (Vol.  VII,  n°  3,  56  pages;  1885). 

84.  Sur  les  functions  abeliennes  (Vol.  VIII,  n°  4,  p.  289  a  342). 


Analyse  de  ses  travaux  scientitiques.  7 

Bulletin  de  la  Soci^te  mathematique  de  France. 

(Paris,  Gauthier-Yiliars.) 

85.  Sur  un  theoreme  de  la  theorie  generale  des  fonctions  (t.  XI,  p.  1x2  a  125; 

1883). 

86.  Sur  les  fonctions  0  (t.  XI,  p.  129  a  134;  1883). 

87.  Sur  les  fonctions  entieres  (t.  XI,  p.  136  a  144;  1883). 

88.  Sur  la  reduction  des  integrates  abeliennes  (t.  XII,  p.  124  a  143;  1884). 

89.  Remarques  sur  une  methode  elementaire  de  M.  Appell  pour  obtenir  les 

developpements  en  serie  trigonometrique  des  fonctions  elliptiques  (t. 
XIII,  p.  19  a  27;  1885). 

90.  Sur  la  representation  des  nombres  par  les  formes  (t.  XIII,  p.  162  a  194; 

1885). 

91.  Sur  les  determinants  d’ordre  infini  (t.  XIV,  p,  77  a  90;  1886). 


Bulletin  astronomique. 

(Paris,  Gauthier-Yiliars.) 

92.  Sur  certaines  solutions  particulieres  du  probleme  des  trois  corps  (t.  I,  p. 

65  a  74;  fevrier  1884). 

93.  Sur  la  convergence  des  series  trigonometriques  (t.  I,  p.  319  a  327;  juillet 

1884) . 

94.  Sur  Pequilibre  d’une  masse  fluide  animee  d’un  mouvement  de  rotation* 

[Premier  Article]  (t.  II,  p.  109  a  it8;  mars  1885). 

95.  • —  [Deuxieme  Article]  (t.  II,  p.  405  a  413;  septembre  1885). 

96.  Note  sur  la  stabilite  de  Tanneau  de  Saturne  (t.  II,  p.  507*1508;  novembre 

1885) . 

97  Sur  une  methode  de  M.  Lindstedt  (t.  Ill,  p.  57  a  61;  fevrier  1886). 


Association  frangaise  pour  Favancement  des  Sciences. 

(Congr&s  d’Alger,  1881.) 

98.  Sur  les  invariants  arithmetiques  (t.  X,  p.  109  a  117). 

99.  Sur  l’application  de  la  Geometrie  non-euclidienne  a  la  theorie  des  formes 

quadratiques  (t.  X,  p.  132  a  138). 
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Acta  Societatis  Scientiarum  Fennicse. 

(Helsingfors,  Imprimerie  de  la  Societe  finlandaise  de  Literature.) 

100.  Sur  les  fonotions  a  espaees  lacunaires  (t.  XII;  1883). 

Mathematische  Annalen. 

(  Leipzig.  TeubnerJ 

101.  Sur  les  fonctions  uniformes  qui  se  reproduisent  par  des  substitutions 

lineaires  (Bd.  XIX,  p.  553  a  564,  Bd.  XX,  p.  52 — 53;  1882). 

Memoires  de  PAcademie  nationale  des  Sciences  de  Caen. 

—  Sur  la  theorie  des  fonctions  fuchsiennes  (Voir  Comptes  Rendus  jusqu'au  27 
juin  1881)  (1882,  p.  3 — 29). 

Nouvelles  Annales  de  Mathematiques. 

(Paris.  Gauthier-Yillars.) 

102.  Demonstration  nouvelle  des  proprietes  de  Pindicatrice  d’une  surface  (2e  serie, 

t.  XIII,  p.  449 — 456;  1874). 

Divers. 

103.  Cours  professe  a  la  Faculte  des  Sciences  de  Paris,  pendant  Pannee  1885 — 

1886,  et  publie  par  I'Association  amicale  des  Eleves  et  anciens  Eleves 
de  la  Faculte.  (Paris,  au  Siege  social  de  P Association  a  la  Sorbonne.) 
Premiere  Partie :  Cinematique  pure.  Mecanismes; 

Seconde  Partie:  Potentiel.  Mecanique  des  fluides. 

104.  Memoire  pour  le  concours  du  grand  prix  des  Sciences  mathematiques;  1880. 

»Perfectionner  en  quelque  point  important  la  theorie  des  equations 
differentielles  lineaires  a  une  seule  variable  independante.» 

Ce  Memoire,  qui  a  obtenu  une  mention  tres  honorable,  n?a  pas  ete  publie 
sous  sa  forme  primitive. 


Analyse  de  ses  travaux  scientifiques. 
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Ouvrages  publies  depuis  1886. 

Comptes  E-endus  des  Seances  de  l’Academie  des  Sciences. 

105.  Sur  les  Transformations  des  Surfaces  en  elles  memes  (1886;  2). 

106.  Sur  une  Classe  etendue  de  Transcendantes  uniformes  (1886;  2). 

107.  Sur  le  Problem©  de  la  Distribution  Electrique  (1887;  1). 

108.  Sur  un  Theoreme  de  M.  Luapounoff  relatif  a  l’equilibre  d’une  masse 

fluide  (1887;  1), 

109.  Sur  la  Theorie  Analytique  de  la  Chaleur  (1887;  1). 

110.  Notice  sur  la  vie  et  les  travaux  de  Laguerre  (1887;  1). 

111.  Sur  l’equilibre  d’une  masse  heterogene  en  rotation  (1888;  1). 

112.  Sur  la  figure  de  la  Terre  (1 888;  2). 

113.  Sur  la  Theorie  Analytique  de  la  Chaleur  (1888;  2). 

114.  Sur  les  Satellites  de  Mars  (1888;  2). 

115.  Sur  les  Series  de  M.  Lindstedt  (1889;  I)- 

116.  Sur  les  tentatives  d’ explication  meeanique  des  principes  de  la  Thermo- 

dynamique  (1889;  1). 

117.  Sur  la  loi  electrodynamique  de  Weber  (1890;  1). 

118.  Rapport  sur  un  Memoire  de  M.  Cellerier  intitule:  «Sur  les  variations  des 

excentricites  et  des  inclinaisons»  (1890;  1). 

119.  Contribution  a  la  theorie  des  experiences  de  Hertz  (1890;  2). 

120.  Sur  le  Developpement  approche  de  la  fonction  perturbatrice  (1891;  1). 

121.  Sur  Pexperience  de  M.  Wiener  (1891;  1). 

122.  Sur  la  reflexion  metallique  (1891;  1). 

123.  Sur  Pequilibre  des  dielectriques  fluides  dans  un  champ  electrique  (1891;  1). 

124.  Sur  l’integration  algebrique  des  equations  differentielles  (1891;  1). 

125.  Sur  la  Theorie  de  l’Elasticite  (1891;  1). 

126.  Sur  la  Theorie  des  Oscillations  hertziennes  (1891;  2). 

127.  Sur  la  Distribution  des  Nombres  Premiers  (1891;  2). 

128.  Sur  un  mode  anormal  de  propagation  des  ondes  (1892;  1). 

129.  Sur  la  Theorie  de  l’Elastieite  (1892;  1). 

130.  Rapport  sur  un  memoire  de  M.  Blondlot  relatif  aux  oscillations  hertzi¬ 

ennes  (1892;  1). 

131.  Sur  la  propagation  des  oscillations  hertziennes  (1892;  1). 

132.  Sur  la  Propagation  des  Oscillations  Electriques  (1892;  1). 

133.  Sur  Y Application  de  la  methode  de  M.  Lindstedt  au  probleme  des  trois 

corps.  (1892;  1). 

134.  Sur  PAnalysis  Situs  (1892;  2). 

Acta  mathematica.  38.  Imprint  le  27  mars  1913.  0 
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135.  Sur  les  Methodes  nouvelles  de  la  Mecanique  celeste  (1892;  2). 

136.  Rapport  sur  le  Concours  du  prix  Bordin  (1892;  2). 

137.  Sur  la  Theorie  cinetique  des  gaz  (deux  notes)  (1893;  1). 

138.  Sur  les  transformations  birationnelles  des  courbes  algebriques  (1893;  2). 

139.  Sur  la  generalisation  d’un  theoreme  d’EuLER  relatif  aux  polyedres  (1893;  2). 

140.  Observations  sur  une  comm  unication  de  MM.  Birkeland  et  Sarasin 

sur  la  nature  de  la  reflexion  des  ondes  electriques  au  bout  d’un  fil 
conducteur  (1893;  2). 

141.  Sur  la  propagation  de  Peleetricite  (1893;  2). 

142.  Sur  certains  developpements  en  series  que  l’on  rencontre  dans  la  theorie 

de  la  propagation  de  la  chaleur  (1894;  1). 

143.  Sur  l’equation  des  vibrations  d’une  membrane  (1894;  1). 

144.  Sur  la  Serie  de  Laplace  (1894;  1). 

145.  Rapport  verbal  concernant  une  demonstration  du  theoreme  de  Fermat, 

adressee  par  M.  G.  Korneck  (1894;  1). 

146.  Sur  I’equilibre  des  mers  (1894;  1). 

147.  Rapport  sur  un  memoire  de  M.  Stieltjes  intitule:  »Recherches  sur  les 

fractions  continues»  (1894;  2). 

148.  Rapport  sur  le  Concours  du  prix  Bordin  (en  commun  avec  MM.  Picard 

et  Appell)  (1894;  2). 

149.  Sur  un  precede  de  verification  applicable  au  calcul  des  Series  de  la  Me¬ 

canique  Celeste  (1895;  1). 

150.  Sur  les  fonctions  abeiiennes  (1895;  1). 

151.  Sur  la  methode  de  Neumann  et  le  probleme  de  Dirichlet  (1895;  1). 

152.  Observations  au  sujet  d’une  communication  de  M.  Deslandres  intitulee: 

«Recherches  spectrales  sur  la  rotation  et  les  mouvements  des  planetes» 
(1895;  1). 

153.  Sur  le  spectre  cannele  (1895;  1). 

154.  Remarque  sur  un  memoire  de  M.  Jaumann  intitule:  »Longitudinales  Licht» 

(1895;  2). 

155.  Reponses  a  M.  Jaumann  (trois  notes)  (1896;  1). 

156.  Sur  l’equilibre  d’un  corps  elastique  (1896:  1). 

157.  Observations  au  sujet  d’une  communication  de  M.  Perrin  sur  quelques 

proprietes  des  rayons  Rontgen  (1896;  1). 

158.  Sur  la  divergence  des  series  de  la  Mecanique  Celeste  (1896;  1). 

159.  Sur  la  divergence  des  series  trigonometriques  (1896;  1). 

160.  Observations  au  sujet  d’une  communication  de  M.  de  Metz  sur  la  photo¬ 

graphic  a  l’interieur  des  tubes  de  Crookes  (1896;  1). 


Analyse  de  ses  travaux  scientifiques. 
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161.  Observations  au  sujet  (Tune  communication  de  M.  de  Metz  (1896;  2). 

162.  Remarques  sur  une  experience  de  M.  Birkeland  (1896;  2). 

163.  Sur  les  solutions  periodiques  et  le  principe  de  moindre  action  (1896;  2). 

164.  Sur  une  forme  nouvelle  des  equations  du  probleme  des  trois  corps 

(1896;  2). 

165.  Rapport  sur  le  memoire  de  M.  Hadamard  (prix  Bordin)  (1896;  2). 

166.  Sur  la  methode  de  Bruns  (1896;  2), 

167.  Les  solutions  periodiques  et  le  principe  de  moindre  action  (1897;  1). 

168.  Sur  les  periodes  des  integrales  doubles  et  le  developpement  de  la  fonction 

perturbatrice  (1897 ;  1). 

169.  Sur  les  fonctions  abeliennes  (1897;  1). 

170.  Rapport  sur  un  memoire  de  M.  Hadamard  (lignes  geodesiques  sur  les  sur¬ 

faces  a  courbures  opposees)  (1897;  2). 

171.  Rapport  sur  un  memoire  de  M.  Le  Roy  (Equations  de  la  chaleur)  (1897;  2). 

172.  Sur  les  periodes  des  integrales  doubles  (1897;  2). 

173.  Sur  le  developpement  approche  de  la  fonction  perturbatrice  (1898;  1). 

174.  Les  fonctions  fuchsiennes  et  I’equation  du  =  eu  (1898;  1). 

175.  Rapport  sur  le  Concours  du  Grand  prix  des  Sciences  mathematiques 

(En  comraun  avee  M.  Picard)  (1898;  2). 

176.  Le  phenomene  de  Hall  et  la  theorie  de  Lorentz  (1899;  1). 

177.  Sur  les  nombres  de  Betti  (1899;  1). 

178.  Sur  les  groupes  continus  (1899;  1). 

179.  Appreciation  d’un  Ouvrage  de  M.  V.  Bjerknes  intitule:  »Vorlesungen  liber 

hydrodynamische  Fernkrafte  (1900;  1). 

180.  Rapport  sur  le  projet  de  revision  de  Fare  meridien  de  Quito  (1900;  2). 


Acta  mathematica. 

181.  Sur  les  Residus  des  Integrales  Doubles  (Tome  9). 

182.  Remarques  sur  les  integrales  irregulieres  des  equations  lineaires  (Reponse 

a  M.  Thome)  (Tome  10). 

183.  Sur  le  Probleme  des  Trois  Corps  et  les  Equations  de  la  Dynamique  (Me¬ 

moire  couronne  dans  le  concours  institue  par  S.  M.  le  roi  de  Suede) 
(Tome  13). 

184.  Sur  la  Polarisation  par  Diffraction  (Tome  16). 

185.  La  Methode  de  Neumann  et  le  Probleme  de  Dirichlet  (Tome  20). 

186.  Sur  la  Polarisation  par  Diffraction  (Suite)  (Tome  20). 
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187.  Sur  une  forme  nouvelle  des  equations  du  probleme  des  Trois  Corps  (Tire 

du  Bulletin  Astronomique)  (Tome  21). 

188.  Sur  les  rapports  de  V Analyse  Pure  et  de  la  Physique  Mathematique  (Con¬ 

ference  faite  au  congres  de  Zurich;  reproduite  dans  les  comptes  Ren- 
dus  du  congres  de  Zurich  et  dans  la  Revue  Generate  des  Sciences; 
traduite  en  anglais  dans  Bulletin  of  the  American  mathematical  Society, 
1898,  et  en  polonais  dans  Wiadomosci  Matematyczne)  (Tome  21). 

189.  L’oeuvre  mathematique  de  Weierstrass  (Tome  22). 

190.  Les  Proprietes  du  Potentiel  et  les  Fonctions  Abeliennes  (Tome  22). 

Journal  des  Mathematiques  Pures  et  Appliquees. 

(Journal  de  Liouville)  (4e  serie). 

191.  Les  Fonctions  fuchsiennes  et  PArithmetique  (1887). 

192.  Sur  une  Classe  Nouvelle  de  Transcendantes  Uniformes  (1890). 

193.  Extension  aux  nombres  complexes  de  la  Methode  de  M.  Tchebjcheff  pour 

Petude  des  Nombres  premiers  (1892). 

194.  Remarques  diverses  sur  les  fonctions  abeliennes  (1895). 

195.  Sur  FEqulibre  et  le  Mouvement  des  Mers  (deux  articles)  (1896). 

196.  Sur  les  Periodes  des  Integrates  doubles  et  le  developpement  de  la  Fonction 

Perturbatrice  (1897). 

197.  Les  fonctions  fuchsiennes  et  Pequation  Ju  =  en  (1898). 


Journal  de  l’Ecole  Polytechnique. 

198.  Notice  sur  Halphen  (6oe  cahier,  1890). 

199.  Analysis  Situs  (2®  serie,  ier  cahier,  1895). 

American  Journal  of  Mathematics.  (Baltimore.) 

200.  Sur  les  Equations  aux  Derivees  partielles  de  la  Physique  Mathematique 

(Tome  12). 

201.  Sur  les  Fonctions  a  Espaces  lacunaires  (Tome  14). 


Analyse  de  ses  travaux  scientifiques. 
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Bulletin  Astronomique. 

202.  Sur  un  moyen  d’augmenter  la  Convergence  des  Series  Trigonometriques 

(Tome  3). 

203.  Sur  la  Figure  de  la  Terre  (Deux  articles)  (Tome  6). 

204.  Sur  le  Probleme  des  Trois  Corps  (Tome  8). 

205.  Discours  prononce  aux  Obseques  de  M.  Tisserand  (reproduit  dans 

PAnnuaire  du  Bureau  des  Longitudes)  (T.  13). 

—  Sur  une  Forme  nouvelle  des  equations  du  probleme  des  Trois  Corps  (Voir 
aussi  Acta  Mathematica)  (T.  14). 

206.  Sur  les  Periodes  des  Integrates  Doubles  et  le  Developpement  de  la  Fonc- 

tion  Perturbatrice  (T.  14). 

207.  Sur  le  Developpement  de  la  Fonction  Perturbatrice  (T.  14.) 

208.  Sur  Pintegration  des  Equations  du  Probleme  des  Trois  Corps  (T.  14). 

209.  Sur  le  Developpement  de  la  Fonction  Perturbatrice  (Deux  notes)  (T.  15). 

210.  Sur  la  Fagon  de  grouper  les  Termes  des  Series  trigonometriques  que  Pon 

rencontre  en  Mecanique  Celeste  (T.  15), 

211.  Analyse  d’un  Ouvrage  de  Ch.  Andre  intitule:  »Traited’ Astronomic  stel- 

laire»  (T.  16). 

212.  Sur  PEquilibre  d’un  Fluide  en  Rotation  (T.  16). 

213.  Sur  les  Quadratures  Mecaniques  (T.  16). 

214.  Sur  le  Mouvement  du  Perigee  de  la  Lune  (T.  17). 

215.  Sur  le  Determinant  de  Hill  (T.  17). 

216.  Sur  les  Equations  du  Mouvement  de  la  Lune  (T.  17). 

217.  Les  Mesures  de  Gravite  et  la  Geodesie  (T.  18). 


Circolo  Matematico  di  Palermo. 

218.  Sur  une  Propriete  des  Fonctions  Analytiques  (T.  2). 

219.  Sur  Pintegration  algebrique  des  Equations  differentielles  du  ier  ordre  et  du 

ier  degre  (T.  5). 

220.  Sur  les  Equations  de  la  Physique  Mathematique  (T.  8). 

221.  Sur  Pintegration  algebrique  des  Equations  differentielles  du  ier  ordre  et  du 

ieT  degre  (T.  11). 

222.  Complement  a  PAnalysis  Situs  (T.  13). 
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Archives  des  Sciences  Physiques  et  Naturelles  de  Geneve. 

(3e  periode.) 

223.  Contribution  a  la  Theorie  des  Experiences  de  Hertz  (T.  24). 

224.  Sur  le  Calcul  de  la  Periode  des  Excitateurs  liertziens  (T.  25)- 

225.  Sur  la  Resonance  multiple  des  Oscillations  hertziennes  (T.  25). 

Bulletin  de  le  Soci^te  Mathematique  de  France. 

226.  Sur  les  Hypotheses  Fondamentales  de  la  geometrie  (Traduit  en  russe  dans 
Bulletin  de  la  Societe  physico-matematique  de  Kasan,  1893)  (T.  15). 

Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes. 

La  Lumiere  et  PElectricite  d  apres  Maxwell  et  Hertz  (Voir  Revue  Scien- 
tifique;  traduit  en  anglais  dans  Nature,  1894,  et  dans  Annual  Report 
of  the  Board  of  Regents  of  the  Smithsonian  Institution,  1896)  (1894). 
Rapport  sur  la  proposition  dunification  des  jours  astronomique  et  civil 

(1895). 

Les  Rayons  Cathodiques  et  les  Rayons  Rontgen  (Voir  Revue  Scientifique) 
(1897). 

Discours  prononce  aux  funerailles  de  Tisserand  (Voir  Bulletin  Astrono¬ 
mique  et  Memoires  de  Plnstitut)  (1897). 

Sur  la  Stabilite  du  Systeme  Solaire  (Voir  Revue  Scientifique;  traduit  en 
anglais  dans  Nature,  1898)  (1898). 

Discours  prononce  a  Plnauguration  de  la  statue  de  F.  Tisserand  (1900). 
Rapport  sur  le  Projet  de  Revision  de  PArc  meridien  de  Quito  (Voir  Comp- 
tes  Rendus,  Revue  Generate  des  Sciences  et  Association  Geodesique 
internationale)  (1901). 

L’Eclairage  Electrique. 

(Paris,  Carr 6  et  Naucl.) 

232.  Apropos  de  la  theorie  de  Larmor  (Quatre  articles  Tomes  III  et  V>  1895). 

233.  Polemique  avec  M.  Jaumann  (Quatre  articles,  1895  et  1896). 

234.  Sur  le  Phenomene  de  Zeeman  (1897). 

235.  Lettre  sur  la  Decimalisation  de  PHeure  (1897). 


227. 

228. 

229. 

230. 

231. 


Analyse  de  ses  travaux  scientifiques. 
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236.  La  decimalisation  de  Pheure  et  de  la  circonference  (1897). 

237.  Observations  au  sujet  de  la  Note  de  M.  J.  J.  Thomson  intitulee:  »On  the 

Cathode  Rays»  (1897). 

238.  L’energie  magnetique  d’apres  Maxwell  et  d’apres  Hertz  (1899). 

239.  Sur  le  Phenomene  de  Zeeman  et  la  Theorie  de  Lorentz  (1899). 

240.  Sur  Pinduction  Unipolaire  (1900). 

Nature. 

(Londres.) 

241.  Polemique  avec  M.  Tait  (1893). 

242.  Fourier’s  Series  (Lettre  a  A.  A.  Michelson)  (1899). 

Proceedings  of  the  London  Mathematical  Society  (Juin  1900). 

243.  Second  Complement  a  P Analysis  Situs. 

Revue  de  Metaphysique  et  de  Morale. 

(Paris,  Ann  and  Collin.) 

244.  Le  Continu  Mathematique  (Janvier  1893). 

245.  Le  Mecanisme  et  l’Experience  (Novembre  1893). 

246.  Le  Mecanisme  et  l’Experience  (Reponse  a  M.  Lechalas)  (Mars  1894). 

247.  Sur  la  Nature  du  Raisonnement  Mathematique  (Traduit  en  russe  dans  Bulle¬ 

tin  de  la  Societe  physico- mathematique  de  Kasan,  1898)  (Juillet  1894). 

248.  L’Espace  et  la  Geometrie  (Novembre  1895). 

249.  Reponse  a  quelques  Critiques  (Janvier  1897). 

250.  La  Mesure  du  Temps  (Janvier  1898). 

251.  Sur  les  Fondements  de  la  Geometrie,  a  propos  d’un  livre  de  M.  Russell 

(Mai  1899). 

252.  Reponse  a  M.  Russell  (Janvier  1900). 

253.  Comptes  Rendus  des  Seances  du  Congres  de  Philosophic;  discussion;  (Sep- 

tembre  1900). 

The  Monist. 

(Chicago.) 

254.  On  the  Foundations  of  Geometry  (Octobre  1898). 
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Revue  Gen&rale  des  Sciences. 

(Paris,  Carre  et  Naud,  puis  Arinand  Collin.) 

255.  Le  Probleme  des  Trois  Corps  (T.  2;  1891). 

256.  Les  Geometries  non  Enclidiennes  (traduit  en  anglais  dans  Nature)  (T.  2; 

1891). 

257.  Lettre  a  M.  Motjret  sur  les  Geometries  non  euclidiennes  (T.  3;  1892). 

258.  Les  Formes  d’equilibre  d’une  Masse  fluide  en  Rotation  (T.  3;  1892). 

259.  Sur  la  Theorie  Cinetique  des  Gaz  (T  5;  1894). 

260.  Les  Rayons  cathodiques  et  les  Rayons  Rontgen  (T.  7;  1896). 

261.  La  Vie  et  les  Travaux  de  F.  Tisserand  (T.  7;  1896). 

262.  Les  idees  de  Hertz  sur  la  Mecanique  (T.  8;  1897). 

263.  Reflexions  sur  le  Calcul  des  Probabilites  (T.  10;  1899). 

—  Les  Rapports  de  F Analyse  et  de  la  Physique  mathematique  (Voir  Acta 

Mathematica  et  Congres  des  Mathematiciens  a  Zurich)  (T,  8;  1897). 

—  Rapport  sur  le  projet  de  revision  de  Fare  meridien  de  Quito  (Voir  Comptes 

Rendus,  Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes  et  Association  Geodesique 
international)  (1900). 

264.  Sur  les  Rapports  de  la  Physique  mathematique  et  de  la  Physique  experi¬ 

mental  (Voir  Revue  Scientifique  et  Congres  International  de  Physique; 
traduit  en  allemand  dans  Physikalische  Zeitschrift,  1900 — 1901,  et  en 
anglais  dans  The  Monist,  July  1902)  (T.  n;  1900). 

L’Enseignement  Mathematique. 

(Paris,  Carre  et  Naud.) 

265.  La  Notation  Differentielle  et  FEnseignement  (T.  1). 

266.  La  Logique  et  Flntuition  dans  la  Science  Mathematique  et  FEnseignement 

(T.  1). 

L’Intermediaire  des  Mathematiciens. 

(Paris,  Gauthier  Villars.) 

267.  Sur  le  faisceau  de  cubiques  passant  par  huit  points  d’un  plan  (Question 

proposee)  (T.  1). 

268.  Sur  le  reseau  de  quadriques  passant  par  sept  points  donnes  dans  Fespace 

(Question  proposee)  (T.  1). 


Analyse  de  ses  travanx  scientifiques. 
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269. 

270. 

271. 

272. 

273. 


274. 


275. 


276. 

277. 

278. 

279. 

280. 
281. 

282. 


Sur  le  probleme  de  la  rotation  d?un  corps  solide  autour  d*un  point  fixe 
(Reponse  a  une  question  proposee  par  M.  Appell)  (T.  i). 

Sur  le  theoreme  de  Goldbach  relatif  aux  nombres  premiers  (Question  pro¬ 
posee  en  commun  avec  E,  Catalan)  (T.  i). 

Sur  des  courbes  gauches  partieulieres  (Question  proposee  en  commun  avec 
M.  Leon  Aijtonne)  (T.  i). 

Sur  une  propriety  d’une  fouction  algebrique  d’un  arc  (Reponse  a  une  question 
proposee  par  M.  H.  Dellac)  (T.  i). 

Sur  certaines  families  de  courbes  algebriques  (Question  proposee)  (T.  i  etT.7). 

Cambridge  Philosophical  Transactions  (Vol.  XVIII). 

Jubile  de  sir  G.  G.  Stokes. 

Sur  les  Groupes  Continus  (1899). 

Jubile  de  Lorentz. 

(Leyde  1900.) 

La  Tlieorie  de  Lorentz  et  le  Principe  de  Reaction  (Voir  Archives  Neer- 
landaise  des  Sciences  exactes  et  naturelles). 

Archives  Neerlandaise  des  Sciences  exactes  et  naturelles. 

La  theorie  de  Lorentz  et  le  Principe  de  Reaction  (Voir  Jubile  de  Lorentz) 
(1900). 

Publications  chez  Gauthier  Villars. 

Notice  sur  les  Travaux  Scientifiques  de  M,  Poincare  1884. 

>>  »  »  »  »  »  »  »  1886. 

Les  Methodes  Nouvelles  de  la  Mecanique  Celeste  (Tome  1,  1892). 

»  »  »  »  »  »  »  (Tome  2,  1893). 

»  »  »  »  »  »  »  (Tome  3,  1899). 

Lemons  de  M.  Tisserand  sur  la  Determination  des  Orbites;  preface  de  M. 
Poincare  (Voir  Bulletin  des  Sciences  mathematiques)  (1899). 

Discours  prononce  au  Jubile  de  M.  Hermite  (Voir  Revue  des  Questions 
scientifiques)  (1892). 

CEuvres  de  Laguerre;  preface  de  M.  Poincare  (Voir  Comptes  Rendus)  (1898). 

Acta  mathematica.  38.  Imprim6  \e  27  mars  1913.  3 
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283.  Les  Geometries  non-euclidiennes;  Note  dans  Je  Traite  de  Geometrie  par  E. 

Rouche  et  Ch.  de  Comberousse,  IIe  partie  (1900). 

Publications  chez  G.  Carre  et  Naud. 

284.  Theorie  Mathematique  de  la  Lumiere  (Traduction  en  allemand:  Berlin, 

Julius  Springer,  1894)  (Tome  1,  1889). 

285.  Theorie  Mathematique  de  la  Lumiere  (Tome  2,  1892). 

286.  Electricite  et  Optique  (ifcre  Edition)  (Traduction  en  allemand:  Berlin,  Ju¬ 

lius  Springer,  1891)  (Tome  1,  1890). 

287.  Electricite  et  Optique  (i^Te  Edition)  (Traduction  en  allemand:  Berlin,  Ju¬ 

lius  Springer,  1891)  (Tome  2,  1891). 

288.  Capillar ite  (1895). 

289.  Theorie  de  PElasticite  (1892). 

290.  Theorie  des  Tourbillons  (1893). 

291.  Thermodynamique  (Traduction  en  allemand:  Berlin,  Julius  Springer)  (1892). 

292.  Les  Oscillations  Electriques  (1894). 

293.  Theorie  Analytique  de  la  Propagation  de  la  Chaleur  (1895). 

294.  Calcul  des  Probability  (1896). 

295.  Theorie  du  po  ten  tie]  Newtonien  (1899). 

296.  Cinematique  et  Mecanismes;  Potentiel  et  Dynamique  des  Fluides  (3e  edi¬ 

tion;  les  deux  premieres  ont  ete  publiees  chez  Hermann;  vide  sup. 
N°  103)  (1899). 

297.  La  Theorie  de  Maxwell  et  les  Oscillations  hertziennes  (Collection  Scientia) 

(1S99). 

298.  Electricite  et  Optique,  2e  edition  (1901). 

Memoires  de  l’lnstitut. 

—  Discours  prononce  aux  funerailles  de  Tisserand  (Voir  Bulletin  Astrono- 

mique  et  Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes)  (1896). 

299.  La  Geodesie  Fran<jaise,  discours  prononce  a  la  seance  des  Cinq  Academies, 

le  25  Octobre  1900  (Voir  Bulletin  de  la  Societe  astronomique  de  France). 

Bulletin  de  la  Societe  astronomique  de  France. 

—  La  Geodesie  Franchise  (Voir  Memoires  de  Plnstitut)  (1900). 
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Imprimerie  Nationale. 

300.  Rapport  sur  le  projet  de  decimalisation  du  Temps  et  de  la  Circonference. 

Revue  Scientifique. 

—  La  Lumiere  et  TElectricite  d’apres  Maxwell  et  Hertz  (Voir  Annuaire  dn 

Bureau  des  Longitudes)  (1894). 

301.  Discours  prononce  au  Jubile  de  M.  Bertrand  (Voir  Annuaire  de  FEcole 

Poly  technique)  (1894). 

—  Les  rayons  cathodiques  et  les  rayons  Rontgen  (Voir  Annuaire  du  Bureau 

des  Longitudes)  (1897). 

—  Sur  la  stability  du  systeme  solaire  (Voir  Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes) 

(1898). 

—  Sur  les  Rapports  de  la  Physique  Mathematique  et  de  la  Physique  Experi- 

mentale  (Voir  Revue  Generale  des  Sciences  et  Congres  de  Physique) 
(1900). 

Comptes  rendus  des  Seances  de  la  Conference  generale  de  l’Association 

Geodesique  internationale. 

—  Rapport  sur  le  projet  de  revision  de  1’arc  meridien  de  Quito  (Voir  Comptes 

Rendus,  Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes  et  Revue  Generale  des 
Sciences)  (1901). 

Annuaire  de  l’Ecole  Polytechnique. 

—  Discours  prononce  au  Jubile  de  M.  Bertrand  (Voir  Revue  Scientifique)  (1895). 

Bulletin  des  Sciences  mathematiques. 

—  Preface  de  l’Ouvrage  posthume  de  F.  Tisserand  intitule:  Lemons  sur  la 

Determination  des  Orbites  (Voir  Gauthier  Villars)  (2e  serie,  t.  23;  1899). 

Revue  des  Questions  scientifiques. 

(Louvain.) 

Discours  prononce  au  Jubile  de  M.  Hermite  (Voir  Gauthier  Villars)  (2e  s., 
t.  3>  1893). 
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Congres  Internationaux. 

—  Les  Rapports  de  Y Analyse  et  de  la  Physique  Mathematique  (Voir  Acta 

Mathematica  et  Revue  Generale  des  Sciences)  (Congres  des  Mathemati- 
ciens  a  Zurich  1S97). 

—  Sur  les  Rapports  de  la  Physique  Mathematique  et  de  la  Physique  Experi- 

mentale  (Voir  Revue  Generale  des  Sciences  et  Revue  Scientifique) 
(Congres  de  Physique,  Paris,  1900). 

302.  Sur  les  Principes  de  la  Mecanique  (congres  de  Philosophic,  Paris,  1900). 

303.  Sur  le  Role  de  la  Logique  et  de  PIntuition  dans  la  Science  Mathematique 

(Congres  des  Mathematiciens,  Paris,  1900). 

Divers. 

304.  Sur  Papplication  du  Calcul  des  Probability  (Lettre  de  M.  H.  Poincare  a 

M.  P.  Painleve:  Le  Proces  Dreyfus  devant  le  Conseil  de  Guerre  de 
Rennes,  7  aout — 9  septembre  1899.  Paris,  P.-V.  Stock,  t.  Ill,  1900).. 

Ouvrages  publies  depuis  1901. 

Comptes-Rendus  des  seances  de  TAcademie  des  Sciences. 

305.  Sur  la  theorie  de  la  precession  (1901;  1). 

306.  Sur  une  forme  nouvelle  des  equations  de  la  mecanique  (traduit  en  russe 

dans  Bulletin  de  la  Societe  physico-mathematique  de  Kasan,  1901) 

(1901;  1). 

307.  Rapport  sur  les  papiers  laisses  par  Halfhen  (1901;  2). 

308.  Sur  l’» Analysis  situs»  (1901;  2). 

309.  Sur  la  connexion  des  surfaces  algebriques  (1901;  2). 

310.  Rapport  presente  au  norn  de  la  commission  chargee  du  controle  scientifique 

des  operations  geodesiques  de  Pequateur  (1902;  1). 

311.  id.  (1903;  1). 

312.  id.  (1904;  1). 

313.  Theorie  de  la  balance  azimutale  quadrifilaire  (1904;  1). 

314.  Sur  la  methode  horistique  de  Gylden  (traduit  en  allemand  dans  Physika- 

lisclie  Zeitschrift,  1904)  (1904:  1). 
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315.  Rapport  sur  le  Concours  du  Prix  Leconte  (1904;  2). 

316.  Sur  la  generalisation  d’un  theoreme  elementaire  de  Geometrie  (1905;  1). 

317.  Sur  la  dynamique  de  P  electron  (1905;  1). 

318.  Rapport  presente  au  nom  de  la  commission  chargee  du  controle  seienti- 

fique  des  operations  geodesiques  de  Pequateur  (1905;  1). 

319.  Rapport  sur  un  Memoire  de  M.  Bachelier  intitule:  »Les  probabilites  con- 

tinues»  (1905;  2). 

320.  Rapport  sur  le  Concours  du  Prix  Damoiseau  (1905;  2). 

321.  Sur  des  Membres  de  l’Academie  des  Sciences  (1906;  1). 

322.  Sur  des  Membres  de  PAcademie  des  Sciences  et  sur  des  Membres  de  la 

Mission  geodesique  a  Y equate ur  (1906;  2). 

323.  Rapport  presente  au  nom  de  la  commission  chargee  du  controle  scienti- 

fique  des  operations  geodesiques  de  Pequateur  (1907;  2). 

324.  Rapport  sur  le  Concours  du  Prix  Vaillant  (1907;  2). 

325.  Rapport  sur  le  Concours  du  Prix  Monthyon  (1908;  2). 

326.  Remarques  sur  Pequation  de  Fredholm  (1908;  2). 

327.  Sur  quelques  applications  de  la  methode  de  M.  Fredholm  (1909;  1). 

328.  Les  ondes  hertziennes  et  l’equation  de  Fredholm  (1909;  1). 

329.  id.  (1909;  1). 

330.  Sur  la  diffraction  des  ondes  hertziennes  (1909;  1). 

331.  id.  (1909;  1). 

332.  id.  (1909;  1). 

333.  id.  (1909;  2). 

334.  Sur  les  courbes  tracees  sur  les  surfaces  algebriques  (1909;  2). 

335.  Sur  une  generalisation  de  la  methode  de  Jacobi  (1909;  2). 

336.  Presentation  du  tome  III  des  Lemons  de  Mecanique  celeste  professees  a  la 

Sorbonne  (1910;  1). 

337.  Sur  les  signaux  horaires  destines  aux  marins  (1910;  1). 

338.  Sur  l’envoi  de  l’heure  par  la  telegraphie  sans  fil  (1910;  2). 

339.  Presentation  de  la  2e  edition  de  l’ouvrage  Calcul  des  Probabilites 

(19m ;  2). 

340.  Presentation  des  Legons  sur  les  Hypotheses  cosmogoniques  (1911;  2). 

341.  Sur  la  theorie  des  quanta  (1911;  2). 

342.  Sur  la  diffraction  des  ondes  hertziennes  (1912;  1). 
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Acta  mathematica. 

343.  Sur  les  fonctions  abeliennes  (t.  26,  1902). 

344.  Sur  la  methode  horistique  de  Gylden  (t.  29,  1905). 

345.  Sur  runiformisation  des  fonctions  analytiques  (t.  31.  1908). 

346.  Reflexions  sur  les  notes  de  M.  A.  S.  Schoenflies  et  de  M.  E.  Zermelo 

(t.  32,  1909). 

—  Remarques  di verses  sur  V equation  de  Fredholm  (t.  33,  1910):  voir  Assoc. 
fran<j.  p.  Pavanc.  des  sciences. 

347.  Rapport  sur  le  Prix  Bolyai  deeerne  le  18  Octobre  1910  (t.  35,  1911). 


Journal  de  mathematiques  pures  et  appliquees. 

(Journal  de  Liouville,  5°  et  6e  series.) 

348.  Sur  les  proprietes  arithmetiques  des  courbes  algebriques  (1901). 

349.  Sur  les  cycles  des  surfaces  algebriques.  Quatrieme  complement  a  P»Ana- 

lysis  situs»  (1902). 

350.  Sur  Pintegration  algebrique  des  equations  lineaires  et  les  periodes  des  inte- 

grales  abeliennes  (1903). 

351.  Sur  les  periodes  des  integrales  doubles  (1906). 


Annales  scientifiques  de  l’Ecole  Normale  Superieure. 

352.  Sur  les  courbes  tracees  sur  les  surfaces  algebriques  (3e  serie  t.  27;  1910). 


Journal  fur  die  reine  und  angewandte  Mathematik. 

(Journal  de  Crelle). 

353.  Sur  les  invariants  aritlimetiques  (t.  129;  1905). 


Circolo  Matematico  di  Palermo. 

354.  Quelques  remarques  sur  les  groupes  continus  (t.  15;  1901). 

355.  Cinquieme  complement  a  P» Analysis  situs»  (t.  18;  1904). 

356.  Sur  la  dynamique  de  Pelecfcron  (t.  21;  1906). 
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357.  Les  fonctions  analytiques  de  deux  variables  et  la  representation  conforme 

(t.  23;  1907). 

358.  Nouvelles  remarques  sur  les  groupes  continus  (t.  25;  1908). 

—  L’avenir  des  mathematiques  (t.  26;  1908):  Voir  Congres  de  Rome. 

359.  Sur  la  reduction  des  integrates  abeliennes  et  les  fonctions  fuchsiennes  (t.  27; 

1909). 

360.  Sur  la  diffraction  des  ondes  hertziennes  (t.  29;  1910). 

—  Rapport  sur  le  Prix  Bolyai  decerne  le  18  Octobre  1910  (t.  31;  1911):  voir 

Acta  matbematica. 

361.  Sur  un  theoreme  en  geometrie  (t.  33;  1912). 

Philosophical  Transactions  of  the  Royal  Society  of  London. 

362.  Sur  la  stabilite  de  Tequilibre  des  figures  pyriformes  affectees  par  une 

masse  fluide  en  rotation  (1902). 

Proceedings  of  the  Royal  Society  of  London. 

363.  Sur  la  Stabilite  de  l’Equilibre  des  Figures  Pyriformes  affectees  par  une 

Masse  fluide  en  Rotation  (oct.  1901 ;  t.  69). 

364.  Sur  la  diffraction  des  ondes  electriques  (mai  1903;  t.  72). 

Bulletin  astronomique. 

365.  Sur  les  deviations  de  la  verticale  en  Geodesie  (t.  18;  1901). 

366.  Observations  au  sujet  de  Particle  de  F.  H.  Seares,  intitule:  Sur  les  qua¬ 

dratures  mecaniques  (t.  18;  1901). 

367.  Les  solutions  periodiques  et  les  planetes  du  type  d’Hecube  (t.  19;  1902). 

368.  Sur  les  planetes  du  type  d’Hecube  (t.  19;  1902). 

369.  Sur  un  theoreme  general  relatif  aux  marees  (t.  20;  1903). 

370.  Sur  la  methode  horistique.  Observations  sur  l’Article  de  M.  Backlund 

(t.  21;  1903). 

371.  Sur  la  determination  des  orbites  par  la  methode  de  Laplace  (t.  23;  1906). 

372.  Sur  les  petits  diviseurs  dans  la  theorie  de  la  Lune  (t.  25;  1908). 

373.  Sur  la  precession  des  corps  deformables  (t.  27;  1910). 

374.  Remarques  sur  l’hypothese  de  Laplace  (t.  28;  1911). 

—  Discours  prononce  aux  funerailles  de  M.  Rodolphe  Radau  (t.  29;  1912): 

voir  Memoires  de  l’Institut. 
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Annuaire  du  Bureau  des  Longitudes. 

375.  Sur  la  telegraphic  sans  fil  (traduit  en  allemand  dans  Deutsche  Mechaniker- 

Zeitung,  1902)  (1902). 

—  Discours  prononce  aux  funerailles  de  M.  A.  Cornu  (1903):  voir  Memoires 

de  Plnstitut. 

376.  Notice  sur  M.  Maurice  Lcewy  (190S). 

377.  Note  sur  la  XVIe  conference  de  Passociation  geodesique  internationale 

(I911)- 

378.  Notice  necrologique  sur  M.  Bouquet  de  la  Grye  (1911). 

379.  Discours  prononce  aux  funerailles  de  M.  Paul  Gautier  (1911). 

—  Discours  prononce  aux  funerailles  de  M.  Rodolpe  Radau  (1913):  voir  Me¬ 

moires  de  Plnstitut. 

Bulletin  de  la  Societe  mathematique  de  France. 

380.  Sur  les  surfaces  de  translation  et  les  fonctions  abeliennes  (t.  29;  1901). 

381.  Sur  certaines  surfaces  algebriques.  Troisieme  complement  a  P»Analysis 

situs»  (t.  30;  1902). 

Bulletin  de  le  Societe  Frangaise  de  Physique. 

382.  Sur  M.  A.  Cornu  (lettre  a  M.  C.-M.  Gariel;  avril  1902). 

—  Discours  prononce  aux  funerailles  de  M.  A.  Cornu  (avril  1902):  voir  Me¬ 

moires  de  Plnstitut. 

383.  Sur  les  Travaux  de  la  Societe  Frangaise  de  Physique  (janvier  1903). 

384.  Reflexions  sur  la  theorie  cinetique  des  gaz  (juillet  1906). 

Transactions  of  the  American  mathematical  Society. 

385.  Sur  les  lignes  geodesiques  des  surfaces  con  vexes  (1905). 

Journal  de  Physique  theorique  et  appliquee. 

386.  Reflexions  sur  la  theorie  cinetique  des  gaz  (4e  serie,  t.  5;  1906). 

387.  Sur  la  theorie  des  quanta  (5e  serie,  t.  2;  1912). 

388.  Les  rapports  de  la  matiere  et  de  Pether  (5e  serie,  t.  2;  1912). 
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Bulletin  des  Sciences  mathematiques. 

389.  Analyse  d’un  memoire  de  M.  Zaremba  (2e  serie,  t.  26;  1902). 

—  Fondements  de  la  Geometrie  (t.  26;  1902  et  t.  27;  1903):  voir  Journal  des 

Savants. 

390.  L’etat  actuel  et  l’avenir  de  la  Physique  mathematique  (traduit  en  anglais 

dans  Congress  of  Arts  and  Science,  Universal  Exposition,  Saint-Louis, 
1905,  dans  The  Monist,  1905,  et  dans  Bulletin  of  the  American  mathe¬ 
matical  Society,  1906;  en  japonais  dans  Tokyobuteu  ri  gakkozashi, 
1905)  (t.  28;  1904). 

—  L’avenir  des  mathematiques  (t.  32;  1908):  voir  Congres  de  Rome. 

—  Rapport  sur  le  Prix  Bolyai  decerne  le  18  Octobre  1910  (t.  35;  1911):  voir 

Acta  matbematica. 

L’Eclairage  electrique. 

391.  Sur  les  excitateurs  et  resonateurs  hertziens  (t.  29;  1901). 

392.  Sur  les  proprietes  des  anneaux  a  collecteurs  (deux  notes)  (t.  30;  1902). 

393.  A.  Cornu  (t.  31;  1902). 

394.  Sur  les  experiences  de  M.  Cremieu  et  une  objection  de  M.  Wilson  (lettres; 

t.  31;  1902). 

395.  Sur  la  propagation  du  courant  en  periode  variable  sur  une  ligne  munie 

de  recepteurs  (t.  40;  1904). 

396.  A.  Potier  (t.  43;  1905). 

397.  Sur  le  recepteur  telephonique  (t.  50;  1907). 

398.  Sur  quelques  theor&mes  generaux  relatifs  a  Telectrotechnique  (t.  50;  1907). 

La  lumiere  electrique. 

399.  Lord  Kelvin  (2®  serie,  t.  1;  1908). 

400.  Sur  la  theorie  de  la  commutation  (2e  serie,  t.  2;  1908). 

401.  Sur  la  telegraphie  sans  fil  (2e  serie,  t.  4;  1908). 

—  Sur  1a,  diffraction  des  ondes  hertziennes  (2C  serie,  t.  8;  1909):  voir  Comp- 

tes  Rendus. 

402.  Sur  la  diffraction  des  ondes  hertziennes  (traduit  en  allemand  dans  Jahr- 

buch  der  drahtlosen  Telegraphie  und  Telephonic,  1910)  (2e  serie,  t.  10 
et  t.  11 ;  1910). 

403.  Sur  diverges  questions  relatives  a  la  telegraphie  sans  fil  (conference: 

2®  serie,  t.  13;  1911). 

Acta  mathematical  38.  Imprime  le  27  mars  1913. 
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Mathematische  Naturwissenschaftliche  Blatter. 

404.  Ueber  einige  Gleiehungen  in  der  Theorie  der  HERTZ.’schen  Wellen  (1910). 


Comptes  rendus  des  sessions  de  V Association  fran^aise  pour  Tavancement 

des  sciences. 

405.  Remarques  di verses  sur  l’equation  de  Fredholm  (38®  serie.  Lille  1909). 

406.  La  mecanique  nouvelle  (ibid.  1909). 

Journal  des  Savants. 

407.  Fondements  de  la  geometrie  (analyse  de  Fouvrage  de  David  Hilbert)  (tra- 

duit  en  anglais  dans  Bulletin  of  the  American  mathematical  Society. 
1903)  (1902). 

Revue  de  Metaphysique  et  de  Morale. 

408.  Sur  la  valeur  objective  de  la  science  (mai  1902). 

409.  L’espace  et  ses  trois  dimensions  (mai  et  juillet  1903). 

410.  Cournot  et  le  principe  du  calcul  infinitesimal  (1905). 

41 L  Les  mathcmatiques  et  la  logique  (novembre  1905,  janvier  et  mai  1906). 

412.  A  propos  de  la  Logistique  (novembre  1906). 

413.  La  logique  de  l’infini  (juillet  1909). 

414.  Pourquoi  l’espace  a  trois  dimensions  (juillet  1912). 


Mind. 

415.  Lettre  de  M.  H.  Poincare  a  M.  G.  F.  Stout  (janvier  1906). 

Revue  generate  des  sciences  pures  et  appliquees. 

416.  A  propos  des  experiences  de  M.  Cremieu  (t.  12;  1901). 

417.  Sur  la  dynamique  de  Telectron  (t.  19;  1908). 


Analyse  de  ses  travaux  scientifiques. 
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—  L’inventicn  mathematique  (t.  19;  1908):  voir  Bulletin  de  Plnstitut  general 

Psycliologique. 

—  LJ  Avenir  des  Mathematiques  (t.  19;  1908):  voir  Congres  de  Rome. 

418.  Sully  Prudhomme  mathematicien  (t.  20;  1909). 

Revue  du  Mois. 

419.  Le  Hasard  (mai  1907). 

—  L’invention  mathematique  (juillet  1908):  voir  Bulletin  de  Plnstitut  general 

Psychologique. 

—  Vue  d’ensemble  sur  les  hypotheses  cosmogoniques  (octobre  1911):  preface 

de  Pouvrage  Leijons  sur  les  hypotheses  cosmogoniques,  publie  chez 
Hermann. 

La  Revue  des  Idees. 

—  L’etat  actuel  et  Pavenir  de  la  Physique  mathematique  (1904):  voir  Bull. 

des  Sciene.  Math. 

Scientia  (Rivista  di  Scienza). 

—  L’Avenir  des  Mathematiques  (1908):  voir  Congres  de  Rome. 

420.  L’evolution  des  lois  (1911). 

421.  La  logique  de  Pinfini  (1912). 

422.  L’espace  et  le  temps  (1912). 


Revue  Scientifique  (Revue  rose). 

—  Sur  la  telegraphie  sans  fil  (4*  serie,  t.  17;  1902):  voir  Annuaire  du  Bureau 

des  Longitudes. 

—  La  mecanique  nouvelle  (47°  annee,  2esem.  1909):  voir  Assoc,  franij.  p.  l’avanc. 

des  sciences. 

423.  L’hypothese  des  quanta  (5oe  annee,  ie  sem.  1911). 

Bulletin  de  la  societe  astronomique  de  France. 

424.  Les  Progres  de  PAstronomie  en  1901  (discours;  mai  1902). 

425.  Sur  la  vie  et  les  Travaux  de  M.  Faye  (discours;  novembre  1902). 
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426.  Grandeur  de  Pastronomie  (conference;  mai  1903). 

427.  La  terre  tourne-t-elle  ?  (mai  1904). 

428.  Une  image  de  PUnivers  (janvier  1905). 

429.  La  voie  Iactee  et  la  theorie  des  gaz  (traduit  en  tcheque  dan  Ziva,  1907) 

(conference;  avril  1906). 

430.  Allocution  prononcee  au  Jubile  de  M.  Camille  Flammarion  (mars  1912). 


Bulletin  de  la  societe  industrielle  de  Mulhouse. 

431.  Conference  sur  les  eometes  (1910). 

L’annee  psychologique. 

432.  La  relat-ivite  de  l’espace  (t.  13;  1907). 


Foi  et  Vie  (Paris). 

433.  La  morale  et  la  science  (i3e  annee.  1910). 

434.  Les  conceptions  nouvelles  de  la  matiere  (i3e  annee  1912). 


Comptes  rendus  des  Seances  de  la  Conference  generale  de  PAssociation 

Geodesique  internationale. 

—  Rapports  presente  au  nom  de  la  Commission  chargee  du  controle  scienti- 
fique  des  operations  geodesiques  de  PEquateur  (1905  et  1908):  voir 
Comptes  Rendus. 


The  Electrician. 


435.  Entropy  (fevrier  1903). 


Journal  de  PUniversite  des  Annales. 


436.  La  telegraphie  sans  fil  (conference;  avril  1909). 


Analyse  de  ses  travaux  scientifiques. 
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Bulletin  de  la  Societe  physico-mathematique  de  Kasan. 

437.  Rapport  relatif  au  III6  Coneours  du  Prix  Lobatschewskij  decerne  le  14 
fevrier  1904  (2®  serie,  t.  14;  1904). 


The  Athenaeum. 

438.  La  fin  de  la  matiere  (fevrier  1906). 


The  Monist. 

439.  Le  choix  des  faits  (avril  1909). 


Conferences  du  Musee  pedagogique. 

440.  Les  definitions  generales  en  Mathematiques  (traduit  en  italien  dans  Perio- 
dico  di  Matematica  per  l’lnsegnamento  secondario,  1905,  efc  en  es- 
pagnol  dans  C4azeta  de  Matematicas,  1905)  (conference;  1904). 


L’Enseignement  Mathematique. 

—  Les  definitions  generales  en  Mathematiques  Quillet  1904):  voir  Conferences 
du  Musee  pedagogiques. 

— ■  L’invention  mathematique  (septeinbre  1908):  voir  Bulletin  de  I’Institut 

general  Psychologique. 


Bulletin  de  l’lnstitut  general  Psychologique. 

441.  L’invention  mathematique  (conference;  mai — juin  1908). 
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Memoires  de  l’lnstitut. 

442.  Discours  prononce  aux  funerailles  de  M.  A.  Cornu  (1902). 

443.  Rapport  relatif  a  la  Fondation  Jean  Debrousse  (1903). 

444.  id.  (1904). 

445.  id.  (1905). 

446.  id.  (1906). 

—  Sur  des  Membres  de  V Academic  des  Sciences  et  sur  des  Membres  de  la 
Mission  geodesique  a  Fequateur  (1906):  voir  Comptes  Rendus. 

447.  Sur  la  Vie  et  l’CEuvre  poetique  et  philosophique  de  Sully  Prudhomme 

(discours  prononce  par  Henri  Poincare  a  FAcademie  franyaise,  en  y 
venant  prendre  seance;  1909). 

448.  Discours  lu  aux  funerailles  de  M.  Hippolyte  Langlois  (1909). 

449.  Discours  prononce  a  FInauguration  du  Monument  eleve  a  la  Memoire 

d’ Octave  Greard  (1909). 

450.  Discours  prononce  aux  funerailles  de  M.  Rodolphe  Radau  (19x1). 


L’Universite  de  Paris. 

451.  Sur  la  verite  scientifique  et  sur  la  verite  morale  (allocution  prononcee 

au  i9e  Banquet  de  FAssoeiation  generale  des  Etudiants  de  Paris;  juin 

1903)- 

Questions  du  temps  present  (Paris). 

—  La  morale  et  la  science  (1910):  voir  Foi  et  Vie. 

La  Revue  de  Jean  Finot  (Paris). 

—  La  morale  et  la  science  (1910):  voir  Foi  et  Vie. 

Revue  international  de  FEnseignement. 

—  Sur  la  necessite  de  la  culture  scientifique  (t.  58;  1909):  voir  Divers. 

452.  Allocution  prononcee  au  Jubile  de  M.  Gaston  Darboux  (t.  59;  1912). 


Analyse  de  ses  travaux  scientifiques. 
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Journal  de  l’Ecole  Polytechnique. 

—  Notice  sur  la  Vie  et  les  (Euvres  <T Alfred  Cornu  (2°  serie,  ioe  cahier;  1905): 

voir  Divers. 

Sitzungsberichte  der  Berliner  mathematischen  Gesellschaft. 

453.  Sur  les  courbes  tracees  sur  les  surfaces  algebriques  (octobre  1910). 

Revue  politique  et  litteraire  (Revue  bleue). 

454.  Sur  la  participation  des  Savants  a  la  Politique  (5e  serie,  t.  1;  1904). 

Le  Matin  (Paris). 

455.  Sur  l’CEuvre  de  Marcelin  Berthelot  (25  mars  1907). 

456.  Comment  se  fait  la  Science  (25  novembre  1908). 

457.  Comment  on  invente.  Le  travail  de  Pinconscient  (24  decembre  1908). 

Le  Temps  (Paris). 

458.  Compte  rendu  d’ensemble  des  Travaux  du  IV0  Congres  des  Mathematiciens 

tenu  a  Rome  en  1908  (21  avril  1908). 

—  Discours  prononce  a  lTnauguration  du  Monument  eleve  a  la  Memoire 

d’OcTAVE  Greard  (12  juillet  1909):  voir  Memoires  de  ITnstitut. 

—  Sur  la  representation  proportionnelle  (2  fevrier  1911):  voir  F.  Alcan. 

L’ Opinion  (Paris). 

459.  Sur  la  preponderance  politique  du  Midi  (25  mars  1911). 

Est  Republicain  (Nancy). 

460.  Toast  prononce  au  Banquet  de  la  Societe  amicale  des  Lorrains  de  Meurthe- 

et-Moselle  (19  juin  1909). 
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Le  Petit  Temps  (Paris). 

Sur  la  necessite  de  la  culture  scientifique  (i  aout  1909):  voir  Divers. 


Magyar  Szd  (Budapest). 

461.  Sur  la  culture  scientifique  en  Hongrie  (25  decembre  1906). 

Ouvrages  publies  chez  Gauthier  Villars  (Carre  et  Naud). 

462.  Figures  d’equilibre  d’une  masse  fluide  (1902). 

463.  La  Theorie  de  Maxwell  et  les  Oscillations  hertziennes  (Collection  Scientia), 

2e  et  3e  editions  (Traduction  en  anglais:  London,  New  York,  1904, 
1905;  en  allemand:  Leipzig,  Johann  Ambrosius  Barth,  1909)  (1904, 
1907). 

464.  Lemons  de  mecanique  celeste  professees  a  la  Sorbonne  (tome  I,  1905). 

—  »  »  »  »  »  >>  »  »  (tome  II,  1907 — 09). 

»  »  »  »  »  »  »  »  (tome  III,  1910). 

465.  Thermodynamique,  2e  edition  (1908). 

466.  Calcul  des  Probabilites,  2e  edition  (1912). 

—  A.  Potier;  preface  des  Memoires  sur  PElectricite  et  TOptique  par  A.  Potter 

(1912):  voir  L’Eclairage  electrique. 

Ouvrage  publie  chez  Hermann. 

467.  Lemons  sur  les  hypotheses  cosmogoniques  (Traduction  en  roumain  du  cha- 

pitre  IX:  Orion,  Bucuresti,  1912)  (1911). 

Ouvrage  publie  chez  Teubner. 

468.  Sechs  Vortrage  fiber  ausgewahlte  Gegenstande  aus  der  reinen  Mathematik 

und  mathematischen  Physik  (1910). 

Ouvrages  publies  chez  Flammarion  (Paris). 


469. 


La  science  et  l’hypothese  (Traduction  en  allemand:  Leipzig,  B.  G.  Teubner, 
1904,  1906;  en  anglais:  Londres,  Walter  Scott,  1905,  New  York  1905, 
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1907;  en  espagnol:  Madrid,  Jose  Ruiz,  1907;  en  hongrois:  Budapest, 

1908;  en  japonais:  Tokyo,  1909;  en  suedois:  Stockholm,  Albert  Bon¬ 

nier,  1910)  (1902;  complete  en  1907). 

470.  La  valeur  de  la  science  (Traduction  en  allemand:  Leipzig,  B.  G.  Teubner, 

1906;  en  espagnol:  Madrid,  Jose  Ruiz,  1906;  en  anglais,  New  York, 

1907)  (1905). 

471.  Science  et  Methode  (Traduction  en  allemand:  Leipzig,  B.  G.  Teubner, 

1909;  en  espagnol:  Madrid,  Jose  Ruiz,  1906;  en  anglais  du  chapitre 

intitule  Les  Logiques  nouvelles:  The  Monist,  avril  1912)  (1908). 

472.  Savants  et  ecrivains  (1910). 


Ouvrage  publie  par  la  Carnegie  Institution  of  Washington. 

473.  Preface  de  F  Ouvrage  de  George  William  Hill,  intitule:  »Collected  Mathe¬ 
matical  Works»  (1905). 


Ouvrage  publie  chez  Dunod  et  E.  Pinat  (Paris). 

474.  Preface  de  l’Ouvrage  de  Devattx-Charbonnel,  intitule:  »Etat  actuel  de 
la  Science  electrique»  (1908). 


Ouvrage  publie  chez  F.  Alcan  (Paris). 

475.  Sur  la  representation  proportionelle ;  preface  de  Fouvrage  de  Georges 
Laohapelle  intitule:  »La  representation  proportionnelle  en  France  et 
en  Belgique  (1911). 


Ouvrage  publie  chez  A.  Fayard  (Paris). 

476.  Les  Sciences  et  les  Humanites  (1911). 


Ouvrage  publie  chez  M.  Weissenbruch  (Bruxelles). 

477.  Le  libre  Examen  en  mati&re  scientifique  (conference  faite  le  21  novembre 
1909  aux  Fetes  organisees  par  FUniversite  libre  de  Bruxelles  pour  le 
LXXVe  Anniversaire  de  sa  Fondation)  (1910). 
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Ouvrage  publie  chez  Hachette  (Paris). 

478.  Ce  que  disent  les  choses,  par  H.  Poincare,  E.  Perrier,  P.  Painleve: 

cinq  articles  de  H.  Poincare  intitules:  Les  astres.  En  regardant  tom- 
ber  une  pomrae.  La  Chaleur  et  PEnergie.  Les  Mines.  L’Industrie 
electrique  (1912). 

Atti  del  IV0  Congresse  internazionale  dei  Matematici  (Rome). 

479.  L’avenir  des  Mathematiques  (1908). 

Divers. 

480.  Sur  la  Part  des  Polytechniciens  dans  PCEuvre  scientifique  du  XTXe  siecle 

(allocution  prononcee  a  la  36®  Assemblee  generale  de  la  Societe  amicale 
de  secours  des  anciens  eleves  de  l’Ecole  Poly  technique;  Compte  rendu, 
Gauthiers  Villars,  1903). 

481.  Notice  sur  la  Vie  et  les  (Euvres  d’ Alfred  Cornu  (Alfred  Cornu,  Ren- 

nes,  Francis  Simon,  1904). 

482.  Cours  d’Astronomie  generale,  avec  un  Supplement  intitule  Mecanique  ce¬ 

leste,  professe  a  PEcole  Polytechnique  en  1906 — 1907  (Ecole  Polytech¬ 
nique,  autographie). 

483.  Sur  P  application  du  Calcul  des  Probability  (Rapport  fait  par  MM.  Dar- 

boux,  Appell  et  Poincare,  sur  POrdonnance  du  18  avril  1904  de  la 
Cour  de  Cassation:  Affaire  Dreyfus.  La  Revision  du  Proces  de  Ren¬ 
nes.  Enquete  de  la  Chambre  criminelle  de  la  Cour  de  Cassation,  5 
mars — 19  novembre  1904.  Paris,  Ligue  des  Droits  de  PHomme,  t.  Ill, 

I9°9)* 

484.  Sur  la  necessite  de  la  culture  scientifique  (discours  prononce  a  la  distribu¬ 

tion  solennelle  des  Prix  au  Lycee  Henri  IV,  a  Paris,  le  31  juillet  1909; 
Palmares  du  Lycee  Henri  IV,  1909 — 1910). 

485.  Discours  prononce  par  M.  H.  Poincare,  au  nom  du  Bureau  des  Longitu¬ 

des,  a  la  Reception  en  Sorbonne  des  Membres  de  PExpedition  dans 
PAntaretique,  commandee  par  le  Dr  J.  Charcot  (Paris,  7,  rue  Saint- 
Benoit,  1910). 

486.  La  mecanique  nouvelle  (conference  faite  le  14  obtobre  1910  a  l’Universite 

de  Berlin;  traduite  en  allemand  dans  Himmel  und  Erde,  1910). 

487.  Le  demon  d’ARRHENius  (Hommage  a  Louis  Olivier,  Paris,  1911). 
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488*  Preface  de  l’Ovrage  de  Jacques  Lux  intitule:  »Histoire  de  deux  Revues 
fran£aises:  La  Revue  bleue  et  La  Revue  scientifique  1863 — 1911*  (Edi¬ 
tion  des  deux  Revues,  Paris). 

489.  Sur  les  invariants  arithmetiques  (conference  faite  a  l’Universite  de  Londres 

le  10  mai  1912). 

490.  La  theorie  du  rayonnement  (conference  faite  a  l’Universite  de  Londres  le 

11  mai  1912). 

491.  Sciences  et  Humanites  (conference  faite  le  22  mai  1912  a  la  Societe  des 

Amis  des  Gymnasiums,  a  Vienne,  Autriche). 


RESUME  analytique. 


INTRODUCTION. 

J’ai  classe  les  travaux  que  j’ai  a  resumer  sous  les  sept  rubriques  suivantes: 

i°.  Equations  Differentielles. 

2°.  Theorie  generate  des  Fonctions. 

3°.  Questions  diverges  de  Mathematiques  pures  (Algebre,  Arithmetique, 
Theorie  des  Groupes,  Analysis  Situs). 

4°.  Mecanique  Celeste. 

5°.  Physique  Mathematique. 

6°.  Philosophie  des  Sciences. 

7°.  Enseignement,  vulgarisation,  divers  (Bibliographic,  rapports  divers). 

Inutile  d’ajouter  que  je  n’ai  pas  poursuivi  tous  ces  buts  different^  indepen- 
damment  les  uns  des  autres  et  qu’il  y  a  entre  eux  plus  d’une  connexion  imprevue. 
On  s’apercevra  en  effet  que  quelques  memoires  ont  du  figurer  plusieurs  fois, 
sous  deux  ou  trois  rubriques  differentes. 

Les  chiffres  entre  parentheses,  en  earacteres  gras,  renvoient  aux  numeros 
de  la  bibliographic. 


PREMIERE  PARTIE. 

EQUATIONS  DIFFERENTIELLES. 


I.  Generalities.  (64,  78,  83,  57,  73,  182,  278  chap.  II.) 

Des  que  les  principes  du  Calcul  infinitesimal  furent  etablis,  1’analyste  se 
troiiva  en  face  de  trois  problemes: 

Resolution  des  equations  algebriques; 

Integration  des  differentielles  algebriques; 

Integration  des  equations  differentielles. 

L’histoire  de  ces  trois  probl&mes  est  la  meme.  Apres  de  longs  et  vains 
efforts  pour  les  ramener  a  des  problemes  plus  simples,  les  geometres  se  sent 
enfin  resignes  a  les  etudier  pour  eux-memes,  et  ils  en  ont  ete  recompenses  par 
le  succes. 

Longtemps  on  a  pu  esperer  que  Ton  pourrait  resoudre  toutes  les  equations 
par  radicaux.  On  y  a  renonce,  et  aujourd’hui  les  fonctions  algebriques  nous 
sont  aussi  bien  connues  que  les  radicaux  auxquel  on  voulait  les  ramener.  De 
meme  les  integrates  de  differentielles  algebriques,  que  Ton  a  cherche  longtemps 
a  ramener  aux  fonctions  logarithmiques  ou  trigonometriques,  s’expriment  aujour¬ 
d’hui  a  l’aide  de  transcendantes  nouvelles. 

11  devait  en  etre  a  peu  pres  de  meme  des  equations  differentielles.  Le 
nombre  des  equations  integrates  par  quadratures  est  extremement  restreint,  et 
tant  qu’on  ne  s’est  pas  decide  a  etudier  les  proprietes  des  integrates  en  elles- 
memes,  tout  ce  domaine  analytique  n’a  ete  qu’une  vaste  terra  incognita  qui 
semblait  a  jamais  interdite  au  geometre. 

C’est  Cauchy  qui  y  a  penetre  le  premier,  grace  a  Tinvention  d’une  methode 
ingenieuse  qu’il  a  appelee  calcul  des  limites.  A  sa  suite,  MM.  Fuchs,  Briot  et 
Bouquet,  et  Mme  Kowalevski  ont  employe  avec  succes  la  meme  methode. 
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Ce  sont  done  les  travaux  de  ces  geometres  qui  m’ont  servi  de  point  de 
depart. 

En  presence  d’un  probleme  si  complique,  ces  divers  savants,  au  lieu 
d’etudier  la  maniere  d’etre  des  integrales  des  equations  differentielles  ou  des 
equations  aux  derivees  partielles  pour  toates  les  valeurs  de  la  variable ,  c’est-a-dire 
dans  tout  le  plan,  se  sont  d’abord  oocupes  de  determiner  les  proprietes  de  ces 
integrales  dans  le  voisinage  dyun  point  donne.  Ils  avaient  ainsi  reconnu  que  ces 
proprietes  sont  tres  differentes  selon  qu’il  s’agit  d’un  point  ordinaire  ou  d’un 
point  singulier.  Dans  le  voisinage  d’un  point  ordinaire,  l’equation  differentielle 
peut  se  mettre  sous  la  forme 


(i) 


dy 

dx 


=  /(*>  y). 


et  y  peut  se  developper  suivant  les  puissances  de  x  —  x0. 

Dans  le  voisinage  d’un  point  singulier,  l’equation  differentielle  peut  se 
mettre  sous  l’une  des  deux  formes 


(2) 


(x 


=  /(*>  y ), 


(3)  (x~x0)m^  =  f(x,i/) 

si  elle  est  du  premier  ordre  ou.  sous  des  formes  analogues,  si  elle  est  d’un  ordre 
superieur  ou  aux  derivees  partielles.  Dans  le  cas  ou  l’equation  differentielle  se 
met  sous  la  forme  (2}  (ou  sous  des  formes  analogues  pour  le  second  ordre  ou 
les  ordres  superieurs),  MM.  Briot  et  Bouquet  avaient  signale  certaines  pro¬ 
prietes  des  integrales,  et  M.  Fuchs  en  avait  donne  le  developpement  en  series 
dans  le  cas  particular  des  equations  lineaires. 

J’ai  complete  les  resultats  de  Cauchy  relatifs  aux  points  ordinaires  (278, 
Ch.  II)  en  montrant  dans  quelles  conditions  la  solution  peut  §tre  developpee 
non  seulement  suivant  les  puissances  de  la  variable  independante,  mais  suivant 
celles  des  valeurs  initiates,  ou  celle  d’un  petit  parametre  arbitraire,  dans  le  cas 
ou  les  equations  differentielles  dependent  d’un  pared  parametre.  J’ai  montre 
comment  ces  series  procedant-  suivant  les  puissances  de  ce  parametre  ou  des 
valeurs  initiales  peuvent  encore  rester  convergentes  non  seulement  pour  les 
petites  valeurs  de  la  variable  independante,  mais  pour  des  valeurs  quelconques 
de  cette  variable.  Mais  je  me  suis  surtout  occupe  d’etudier  ce  qui  se  passe  dans 
le  voisinage  d’un  point  singulier. 
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J’ai  cherclie  d’abord  a  etudier  l’equation  (2),  suppossee  non  lineaire  et  a 
trouver  le  developpement  en  series  de  ses  integrales.  J’ai  reconnu  (78) 1  que 
ces  integrales  peuvent  se  developper  suivant  les  puissances  de  (x  —  x0)  et  de 
(x  —  X  etant  une  constante  facile  a  determiner,  ou,  dans  un  cas  particular, 
suivant  les  puissances  de  (x  —  x0)  et  de  log  (#  —  #0).  Le  resultat  peut  d’ailleurs 
s’etendre  aux  equations  d’ordre  superieur. 

J’ai  voulu  ensuite  (64)  etudier  du  meme  point  de  vue  les  equations  aux 
derivees  partielles  du  premier  ordre.  Cauchy  et  Mme  Kowalevski  nous  avaient 
appris  comment  on  peut  developper  en  series  les  integrales  de  ces  equations 
dans  le  voisinage  d’un  point  ordinaire.  11  restait  a  etudier  ces  integrales  dans 
le  voisinage  d’un  point  singulier,  cornme  1’avaient  fait  MM.  Briot  et  Bouquet 
pour  les  equations  differentielles.  En  abordant  ce  probleme,  je  rencontrai  deux 
sortes  de  singularites:  les  premieres  accidentelles  et  speeiales  a  l’integrale  parti- 
euliere  que  l’on  envisage,  les  secondes  essentielles  et  provenant  de  1 ’equation 
aux  differences  partielles  elles-memes.  Dans  le  premier  cas,  je  vis  aisement  que 
les  integrales  satisfont  a  des  equations  algebriques,  dont  les  coefficients  sont 
holomorphes  par  rapport  aux  variables.  Dans  le  second  cas,  les  difficultes  a 
surmonter  etaient  plus  grandes. 

J’ai  envisage  d’abord  l’equation 


(4) 


x^  +  x/ 

axx 


dX-y 


+  •  •  •  *t  Xn 


dz 

dxn 


Kzy 


ou  les  x  sont  des  fonctions  holomorphes  de  xu  x2, . . xn  (quand  ces  variables 
sont  suffisamment  voisines  de  zero)  et  s’annulent  avec  ces  variables. 

Pour  que  cette  equation  admette  une  integrale  holomorphe,  il  faut  d’abord 
que  X  satisfasse  a  une  certaine  equation  algebrique  de  degre  n;  mais  cette  con¬ 
dition  n’est  pas  suffisante;  les  racines  de  cette  equation  doivent  de  plus  etre 
assu  jetties  a  une  condition  speciale:  le  poly  gone  convexe  qui  contient  tous  les 
points  du  plan  qui  representent  ces  racines  ne  doit  pas  contenir  l’origine.  Si 
cette  condition  est  remplie,  il  y  a  toujours  une  integrale  holomorphe,  et  il  n’y 
en  a  pas,  en  general,  dans  le  cas  contraire.  Nous  verrons  plus  loin  quelles  sont 
les  consequences  de  ce  fait  dans  la  theorie  generate  des  fonctions. 

Considerant  ensuite  les  equations 

dxx  dx2 _  dxn 


1  Les  chiffres  places  entre  parentheses  renvoient  aux  numeros  de  la  Bibliographie. 
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je  reconnus  que  ]es  integrales  de  ce  systeme  sont  de  la  forme 

T\'  T':}  T'n 

K\  -  Kt  r  Kn  ‘ 

ou  les  T  sont  des  fonctions  holomorphes  par  rapport  aux  x ,  ou  les  /  sont  les 
racines  de  l’equation  algebrique  dont  nous  venons  de  parler  et  les  K  des  con- 
stantes  d’integration. 

Cela  n’est  vrai  d’ailleurs  que  si  les  A  satisfont  a  la  condition  enoncee  plus 
haut,  et,  dans  ce  cas,  il  est  possible  de  trouver  le  developpement  des  diverses 
integrales  particulieres  de  l’equation  (4). 

Tout  ce  que  je  viens  de  dire  ne  s’applique  qu’aux  points  singuliers  les  plus 
simples,  analogues  a  celui  de  l’equation  (2).  Pour  les  singularites  d’ordre  plus 
eleve,  telles  que  celle  que  presente  1’ equation  (3),  on  ne  sait  presque  rien.  Ces 
singularites  d’ordre  superieur  se  presentent  en  particulier  dans  l’etude  des  equa¬ 
tions  lineaires,  dont  les  integrales  sont  dites  alors  irregulibres ;  rnais,  meme  dans 
ce  cas  special,  nous  ne  savons  a  leur  sujet  que  fort  peu  de  chose. 

M.  Thome,  qui  les  a  etudies,  a  montre  que  les  equations  sont  alors  satis- 
faites  formellement  par  des  series  de  la  forme  suivante 


Px  etant  un  polynome  entier  en  x  et  <p  |-|  etant  une  serie  ordonnee  suivant  les 

puissances  decroissantes  de  x,  (Je  suppose  ici,  pour  fixer  les  idees,  qu’on  a 
rejete  le  point  singulier  a  l’infini.)  Mais,  pour  que  ces  series  represen tassent  les 
integrales  cherchees,  il  faudrait  qu’elles  fussent  convergentes,  ce  qui  n’a  lieu 
que  dans  des  cas  tres  particuliers.  J’eus  l’idee  d’appliquer  a  ces  integrales  irre- 
gulieres  la  transformation  de  Laplace  (104,  83,  73  et  182),  et  j’obtins  ainsi  sous 
une  forme  nouvelle  et  simple  la  condition  de  convergence  de  ces  series;  mais  le 
cas  de  la  convergence  n’etait  qu’exceptionnel,  et  il  semblait  que,  dans  le  cas 
general,  on  ne  put  rien  tirer  des  developpements  de  M.  Thome.  Il  n’en  etait 
rien.  On  connait  depuis  longtemps  une  serie,  celle  de  Stirling,  qui,  bien  que 
divergente,  peut  etre  legitimement  employee  pour  representer  la  fonction 


rl  (*), 

r  (x) 9 


car,  si  x  est  ties  grand,  l’erreur  commise  sur  cette  fonction  en  s’arretant  dans 
la  serie  a  un  terme  de  rang  convenable  est  extremement  petite.  J’ai  montre 
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que  les  series  de  M.  Thome  jouissent  de  la  meme  propriety  Alors  meme 
qu’elles  soot  divergentes,  elles  representent  les  integrales  des  equations  propo- 

r1  (x) 

sees  de  la  meme  maniere  que  la  serie  de  Stirling  represente  la  fonction  ~pfxf' 

J’ai  trouve  en  outre,  en  passant,  un  certain  nombre  de  proprietes  des  equations 
lineaires,  entre  autres  celle-ei: 

Si  une  equation  lineaire  d’ordre  n  a  pour  coefficients  des  polynomes  entiers 
d’ordre  m(ra<n),  elle  admettra  n — m  integrales  holomorphes  dans  tout  le  plan. 

Mais  Fetude  des  integrales  des  equations  differentielles  dans  le  voisinage  d'un 
foint  donne ,  quelle  que  soit  son  utilite  au  point  de  vue  du  calcul  numerique,  ne 
saurait  6tre  regardee  que  comme  un  premier  pas.  Ces  developpements,  qui  ne 
sont  valables  que  dans  un  domaine  tres  limite,  ne  nous  apprennent  pas,  au 
sujet  de  ces  equations,  ce  que  nous  apprennent  les  fonctions  0  au  sujet  des 
integrales  des  differentielles  algebriques:  ils  ne  peuvent  pas  etre  consideres  comme 
une  veritable  integration. 

II  faut  done  les  prendre  comme  point  de  depart  dans  une  etude  plus 
approfondie  des  integrales  des  equations  differentielles  ou  Ton  se  proposera  de 
sortir  des  domaines  limites,  ou  Ton  s’etait  systematiquement  cantonne,  pour 
suivre  les  integrales  dans  toute  Fetendue  du  plan. 

Mais  cette  etude  peut  etre  faite  a  deux  points  de  vue  differents: 

i°.  On  peut  se  proposer  d’exprimer  les  integrales  a  Faide  de  developpe¬ 
ments  toujours  valables  et  non  plus  limites  a  un  domaine  particulier.  On  est 
conduit  ainsi  a  introduire  dans  la  Science  de  nouvelles  transcendantes;  mais  cette 
introduction  est  necessaire,  car  les  fonctions  anciennement  connues  ne  permettent 
d’integrer  qu’un  tres  petit  nombre  d’equations  differentielles. 

2°.  Mais  ce  mode  d’integration,  qui  nous  fait  connaitre  les  proprietes  des 
equations  au  point  de  vue  de  la  theorie  des  fonctions,  ne  saurait  suffire  a  lui 
seul  si  l’on  veut  appliquer  les  equations  differentielles,  par  exemple,  a  des  ques¬ 
tions  de  Mecanique  ou  de  Physique.  Nos  developpements  ne  nous  apprendraient 
pas,  a  moins  d’un  travail  considerable,  si  par  exemple  la  fonction  va  constam- 
ment  en  croissant,  ou  si  elle  oscille  entre  certaines  limites,  si  elle  peut  croitre 
au  dela  de  toute  limite.  En  d’autres  termes,  si  Ton  considere  la  fonction  comme 
definissant  une  courbe  plane,  on  ne  saurait  pas  quelle  est  la  forme  generale  de 
cette  courbe.  Dans  certaines  applications,  toutes  ces  questions  ont  autant  d’im- 
portance  que  le  calcul  numerique,  et  il  y  avait  la  un  nouveau  probleme  a  re- 
soudre. 

Dans  les  paragraphes  qui  vont  suivre,  je  vais  exposer  les  efforts  que  j’ai 
faits  pour  trouver  la  solution  de  ces  deux  problemes. 


Acta  mathematica.  38.  lmprime  le  27  mars  1913. 
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II.  Fonctions  fuchsiennes.  (6,  9,  11,  13,  15,  16,  17,  18,  19,  22,  25,  26,  27,  28, 
30,  34,  36,  37,  59,  61,  65,  66,  68,  69,  70,  101,  104,  174,  191,  197). 

Desirant,  comme  je  Pai  explique  plus  haul,  exprimer  les  integrales  des  equa¬ 
tions  differentielles  a  l’aide  de  series  touiours  convergentes,  j’etais  naturellement 
conduit  a  m’attaquer  d’abord  aux  equations  lineaires.  Ces  equations,  en  effet, 
qui  ont  ete  dans  ces  derniers  temps  l’objefc  des  travaux  de  MM.  Fuchs,  Thome, 
Frobenius,  Schwarz,  Klein  et  Halphen,  etaient  les  mieux  connues  de  toutes; 
on  possedait  depuis  longtemps  les  deveioppements  de  leurs  integrales  dans  le 
voisinage  d'un  point  donne  et,  dans  un  assez  grand  nombre  de  cas,  on  etait  par¬ 
venu  a  les  integrer  completement  a  Faide  des  fonctions  anciennement  connues. 
C’etait  done  en  en  abordant  l’etude  que  j’avais  le  plus  de  chances  d’arriver  a 
un  resultat. 

Mais  il  etait  necessaire  de  plus  de  faire  une  hypothese  au  sujet  des  coeffi¬ 
cients  des  equations  que  je  voulais  etudier.  Si  j’avais  pris,  en  effet,  pour 
coefficients  des  fonctions  quelconques ,  j ’aura is  obtenu  egalement  pour  les  inte¬ 
grales  des  fonctions  quelconques  et,  par  consequent,  je  n’aurais  pu  dire  quelque 
chose  de  precis  au  sujet  de  la  nature  de  ces  integrales,  ce  qui  etait  mon  but. 
J’etais  done  conduit  a  examiner  les  equations  lineaires  a  coefficients  rationnels 
et  algebriques.  Je  supposerai,  pour  simplifier  un  peu  1’expose  qui  va  suivre, 
que  les  coefficients  sont  rationnels. 

Voici  maintenant  la  classification  que  j’ai  adoptee  pour  ces  equations 
lineaires  et  qui  est  la  plus  naturelle  au  point  de  vue  du  probleme  que  nous 
voulons  resoudre  (28,  70).  Soit  y  une  integrate  d’une  equation  lineaire  d’ordre 
n  a  coefficient  rationnels.  Posons 
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l  et  les  F  etant  des  fonctions  rationnelles  de  x.  II  est  clair  que  z  satisfera  comme 
y  a  une  equation  lineaire  d’ordre  n  a  coefficients  rationnels.  Je  dirai  que  ces 
deux  equations  appartiennent  a  la  meme  famille.  On  voit  aisement,  en  effet, 
que  la  connaissance  des  proprietes  de  la  fonction  y  entraine  celle  des  proprietes 
de  la  fonction  z . 

II  y  a  dans  chaque  famille  une  infinite  d’equations  differences,  mais  cer- 
taines  fonctions  des  coefficients  ont  meme  valeur  pour  les  equations  d’une  meme 
famille;  en  d’autres  termes,  il  y  a,  comme  je  Pai  montre  dans  ma  Note  du  22 
mai  1882,  des  invariants  qui  demeurent  inalteres  par  la  substitution  representee 
par  l’equation  (5).  Ces  invariants  ne  sont  pas  les  memes  que  ceux  de  M. 
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Halphen.  Ce  savant  geometre  envisage  la  transformation  qui  consiste  a  rem- 
placer  x  par  line  fonction  quelconque  de  a/  et  a  multiplier  y  par  une  autre  fonc- 
tion  quelconque  de  xl.  Au  eontraire,  les  fonctions  qui  entrent  dans  ma  substitu¬ 
tion  (5)  ne  sont  pas  quelconques ,  rnais  rationnelles.  Rien  ne  saurait  mieux  faire 
comprendre  la  difference  du  point  de  vue  de  M.  Halphen  et  du  mien.  M.  Hal¬ 
phen  cherche  avant  tout  des  relations  entre  diverses  integrales,  et  il  peut  im- 
punement  introduire  dans  ses  calculs  des  fonctions  quelconques;  au  eontraire, 
mon  but  etant  d’etudier  la  nature  de  l’integrale  elle-meme,  cette  nature  serait 
evidemment  alteree,  si  je  multipliais  l’integrale  par  une  fonction  quelconque, 
comme  le  fait  M.  Halphen. 

Mais  cette  etude  intime  de  la  nature  des  fonctions  integrales  ne  peut  se 
faire  que  par  I’introduction  de  transcendantes  nouvelles,  dont  je  vais  mainte- 
nant  dire  quelques  mots.  Ces  transcendantes  ont  une  grande  analogie  avec  les 
fonctions  elliptiques,  et  Ton  ne  doit  pas  s’en  etonner,  car  si  j’imaginais  ces  fonc¬ 
tions  nouvelles,  e’etait  afin  de  faire  pour  les  equations  differentielles  lineaires  ce 
qu’on  avait  a  1’aide  des  series  O  elliptiques  et  abeliennes,  pour  les  integrales 
des  differentielles  algebriques. 

C’est  done  l’analogie  avec  les  fonctions  elliptiques  qui  m’a  servi  de  guide 
dans  toutes  mes  recherches.  Les  fonctions  elliptiques  sont  des  fonctions  uni¬ 
formes  qui  ne  sont  pas  alterees  quand  on  augmente  la  variable  de  certaines 
periodes.  Cette  notion  est  tellement  utile  dans  F  Analyse  mathematique,  que 
tous  les  geometres  ont  du  penser  depuis  Iongtemps  qu’il  conviendrait  de  la  ge- 
neraliser  en  cherchant  des  fonctions  uniformes  d’une  variable  x  qui  demeurent 
inalterees,  quand  on  fait  subir  a  cette  variable  certaines  transformations,  mais 
ces  transformations  ne  peuvent  pas  etre  choisies  d’une  maniere  quelconque.  Elies 
doivent  evidemment  former  un  groupe,  et,  de  plus,  on  ne  doit  pas  pouvoir 
trouver  dans  ce  groupe  une  transformation  infinitesimale,  e’est-a-dire  qui  ne  fasse 
varier  x  que  d’un  infiniment  petit.  Sans  cela,  en  repetant  indefiniment  cette 
transformation,  on  ferait  varier  x  d’une  facon  continue,  et  notre  fonction  uni¬ 
forme,  qui  ne  serait  pas  alteree  quand  la  variable  augmenterait  d’une  maniere 
continue,  se  reduirait  a  une  constante.  En  d’autres  termes,  notre  groupe  doit 
etre  discontinu  (104,  6,  65).  Le  premier  probleme  a  resoudre  est  done  de  trou¬ 
ver  tous  les  groupes  discontinus  que  l’on  peut  former. 

Dans  le  cas  des  fonctions  elliptiques,  les  transformations  du  groupe  (qui  est 
evidemment  discontinu)  consistent  a  ajouter  a  x  certaines  constantes.  Ici  encore 
une  nouvelle  analogie  avec  les  fonctions  elliptiques  peut  nous  venir  en  aide. 
Pour  etudier  ces  fonctions,  on  divise  le  plan  en  une  infinite  de  parallelogram  mes 
connus  sous  le  nom  de  paralleloqrammes  des  periodes.  On  peut  obtenir  tous  les 
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parallelogrammes  en  transformant  Pun  cPeux  par  les  diverses  substitutions  du 
groupe,  de  sorte  que  la  connaissance  de  la  fonction  a  Finterieur  de  Fun  des 
parallelogrammes  entraine  sa  connaissance  dans  tout  le  plan.  De  meme,  si 
nous  envisageons  un  groupe  discontinu  plus  complique,  engendrant  une  trans- 
cendante  d’ordre  plus  eleve,  nous  pourrons  partager  le  plan  (ou  la  region  du 
plan  oti  la  fonction  existe)  en  une  infinite  de  regions  ou  de  polygones  curvi- 
lignes,  de  telle  fa<jon  qu’on  puisse  obtenir  toutes  ces  regions  en  appliquant  a 
Pune  d’elles  toutes  les  transformations  du  groupe.  La  connaissance  de  la  fonc¬ 
tion  a  Finterieur  d’un  de  ces  polygones  curvilignes  entraine  sa  connaissance 
pour  toutes  les  valeurs  possibles  de  la  variable. 

II  est  aise  de  voir  quelle  est  Pespece  particuliere  de  groupes  discontinus 
qu’il  convient  d’introduire.  On  se  rapelle  quel  est  le  mode  de  generation  des 
fonctions  elliptiques:  on  considere  certaines  integrales  appelees  de  premibre  espece, 
ensuite,  par  un  procede  connu  sous  le  nom  & inversion,  on  regarde  la  variable  x 
comme  fonction  de  Pintegrale;  la  fonction  ainsi  definie  est  uniforme  et  double- 
ment  periodique. 

De  meme  ici,  nous  envisagerons  une  equation  lineaire  du  second  ordre  et. 
par  une  sorte  d’inversion,  nous  regarderons  la  variable  x  comme  fonction,  non 
plus  d’une  integrate,  mais  du  rapport  z  des  deux  integrales  de  notre  equation. 
Dans  certains  cas,  la  fonction  ainsi  definie  sera  uniforme,  et  alors  elle  demeurera 

inalteree  par  une  infinite  de  substitutions  lineaires  changeant  z  en  ^ • 

yz  +  o 

Pour  cela,  le  groupe  forme  par  ces  substitutions  doit  etre  discontinu,  et  il 
est  aise  de  voir  que  les  polygones  curvilignes  dont  il  a  ete  question  plus  haut 
sont  limites  par  des  arcs  de  cercle.  J’ai  suppose  d’abord  que  les  coefficients 

(Ct  %  -J- 

z>  — — etaient  reels  ou,  ce  qui  revient  au  m@me,  que  ces 

substitutions  n’alteraient  pas  un  certain  cercle  appele  fondamental.  Dans  ce  cas, 
les  arcs  de  cercle  qui  servent  de  cotes  a  nos  polygones  curvilignes  sont  ortho- 
gonaux  a  ce  cercle  fondamental. 

Quelle  est  alors  la  condition  pour  que  le  groupe  engendre  par  un  polygone 
curviligne  donne  soit  discontinu?  Pour  resoudre  ce  probleme,  il  y  avait  a  sur- 
monter  une  difficulte  specials  que  je  veux  expliquer  en  quelques  mots.  Partant 
du  polygone  curviligne  generateur,  on  construit  aisement  les  polygones  voisins, 
puis  les  polygones  voisins  de  ceux-ci,  et  ainsi  de  suite.  On  a  ainsi  une  sorte  de 
surface  qui  va  sans  cesse  en  s’accroissant,  et  ce  qu’il  s’agit  de  faire  voir,  c’est 
que  cette  surface  ne  va  pas  se  recouvrir  elle-meme  partiellement  ou  totalement, 
c’est-a-dire  qu’un  polygone  nouvellement  annexe  a  notre  surface  ne  va  pas  re- 
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couvrir  en  partie  un  polygone  anciennement  construit.  Pour  cela,  il  ne  suffit 
pas  de  remarquer  que  notre  surface  est  simplement  connexe  et  sans  point  de 
ramification  (unverzweigt).  Cette  facon  de  raisonner  n’est  qu’un  paralogisme 
qui  a  deja  entraine  quelques  savants  dans  diverses  erreurs  et  qui,  dans  le  pro¬ 
bleme  qui  nous  occupe,  nous  egarerait  certainement.  II  faut  encore  faire  voir 
que  la  surface  recouvre  une  partie  du  plan  qui  est  elle-meme  simplement  con¬ 
nexe  (le  contraire  pourrait  avoir  lieu  et  une  surface  simplement  connexe  pour- 
rait,  en  se  recouvrant  plusieurs  fois  elle-meme,  couvrir  une  region  plane  a  con¬ 
nexion  multiple).  Ici  la  region  simplement  connexe,  recouverte  une  fois  et  une 
seule  par  notre  surface,  est  la  superficie  du  cercle  fondamental. 

II  s’agit  done  de  demontrer  qu’en  construisant  successivement  tous  nos  poly- 
gones,  comme  je  Fai  dit  plus  haul,  on  ne  sortira  jamais  de  ce  cercle  et  qu’on 
atteindra  forcement  un  point  quelconque  du  cercle.  La  seconde  de  ces  proposi¬ 
tions  m’aurait  peut-£tre  arrete  longtemps  sans  l’aide  que  j’ai  trouvee  dans  une 
theorie  fort  differente:  je  veux  parler  de  la  Geometrie  non  euclidienne.  Cette  Geo¬ 
metric,  fondee  sur  l’hypothese  que  la  somme  des  angles  d’un  triangle  est  plus 
petite  que  deux  droits,  ne  semble  d’abord  qu’un  simple  jeu  de  l’esprit  qui  n’a 
d’inter£t  que  pour  le  philosophe,  sans  pouvoir  §tre  d’aucune  utilite  au  mathema- 
ticien.  II  n’en  est  rien;  les  theoremes  de  la  geometrie  de  Lowatschevskt  sont 
aussi  vrais  que  ceux  de  la  geometrie  d’Euclide,  a  la  condition  qu’on  les  inter- 
pr^te  comme  ils  doivent  l’etre.  Ainsi,  par  exemple,  ces  theoremes  ne  sont  pas 
vrais  de  la  ligne  droite,  telle  que  nous  la  concevons,  mais  ils  le  deviennent  si, 
partout  ou  Lowatschevski  dit  une  droite »,  nous  disons  un  cercle  qui  coupe 
orthogonalement  le  cercle  fondamental».  Je  me  trouvais  done  en  presence  de 
toute  une  theorie,  imaginee,  il  est  vrai,  dans  un  but  metaphysique,  mais  dont 
chaque  proposition,  convenablement  interpretee,  me  fournissait  un  theoreme 
applicable  a  la  Geometrie  ordinaire.  Il  se  trouva  qu’en  combinant  tous  ces  theo¬ 
remes,  j’obtins  aisement  la  solution  de  la  difficulty  dont  j’ai  parle  plus  haut. 

Je  pus  ainsi  construire  tous  les  groupes  discontinus  formes  de  substitutions, 
n’alterant  pas  le  cercle  fondamental,  et  je  les  appelai  groupes  juchsiens . 

Mais  un  probleme  important  se  posait:  etant  donne  un  groupe  fuchsien, 

existe-t-il  des  fonctions  uniformes  inalterees  par  les  substitutions  de  ce  groupe 

(66)?  C’est  ce  que  j’ai  demontre  et  j’ai  donne  a  ces  fonctions  le  nom  de  M. 

Fuchs.  Pour  arriver  a  ce  resultat,  il  eut  ete  possible,  dans  certains  cas  parti¬ 

culars,  d’appliquer  la  proposition  connue  sous  le  nom  de  prineipe  de  Dirichlet , 
si  souvent  appliquee  par  Riemann  et  demontree  plus  recemment  par  M.  Schwarz. 
Je  ne  connaissais  pas  ce  principe  a  cette  epoque,  mais  l’eusse-je  connu,  que  je 
ne  m’en  serais  pas  servi;  car  il  ne  pouvait  me  donner  la  solution  du  probleme 
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que  dans  certains  cas  particuliers  et,  meme  dans  ces  cas,  il  pouvait  servir  a 
demontrer  Fexistence  de  la  fonction,  mais  il  n’en  donnait  pas  le  developpement 
analytique. 

O’est  encore  a  l’analogie  avec  les  fonctions  elliptiques  que  j’ai  du  faire 
appel.  On  sait  que  ces  fonctions  peuvent  etre  rcgardees  comme  le  quotient  de 
deux  transcendantes,  non  plus  seulement  uniformes,  mais  encore  entieres,  et 
que  Fon  appelle  les  series  0.  Les  fonctions  ne  sont  plus  doublement  periodiques, 
mais  elles  sont  multipliees  par  une  exponentielle  quand  la  variable  augmente 
d’une  periode.  De  meme  ici,  je  devais  chercher  a  exprimer  les  fonctions  fuch- 
siennes  par  le  quotient  de  deux  trancendantes  finies  et  uniformes,  tout  a  fait 
analogues  aux  fonctions  0,  et  se  reproduisant  multipliees  par  un  facteur  simple, 
quand  la  variable  2  subit  une  des  transformations  du  groupe. 

Je  trouvai  aisement  des  series  satisfaisant  a  ces  conditions  et  je  les  appelai 
thetafuchsiennes.  Le  quotient  de  deux  pareilles  series  etait  evidemment  une  fonc¬ 
tion  fuchsienne:  j’avais  done  du  meme  coup  demontre  Fexistence  de  ces  fonc¬ 
tions  et  trouve  leur  expression  analytique.  Le  quotient  de  Funite  par  une  serie 
thetafuchsienne  est  susceptible  aussi  d’un  developpement  simple,  et  e’est  la 
consideration  de  ces  developpements  nouveaux  qni  m’a  permis  de  demontrer 
reciproquement  que  toute  fonction  fuchsienne  peut  etre  regardee  comme  le  quo¬ 
tient  de  deux  series  thetafuchsiennes. 

Ces  fonctions  fuchsiennes  sont  de  deux  sortes,  les  lines  existant  dans  tout 
le  plan,  les  autres  n’existant  qu’a  Finterieur  du  cercle  fondamental.  Dans  les 
deux  cas,  il  y  a  entre  deux  fonctions  fuchsiennes  qui  ont  meme  groupe  une  rela¬ 
tion  algebrique.  La  determination  du  genre  de  cette  relation  est  d’une  impor¬ 
tance  capitale;  je  l’ai  obtenue  d’abord  par  des  procedes  analytiques,  et  plus 
simplement  ensuite  par  la  geometrie  de  situation. 

Grace  a  ces  relations  algebriques,  il  est  possible  d’utiliser  les  fonctions  fuch¬ 
siennes  pour  Fetude  des  fonctions  et  des  courbes  algebriques.  Ainsi  Yon  peut 
exprimer  les  coordonnees  des  points  d'une  courbe  algebrique  par  des  fonctions  fuch¬ 
siennes ,  e'est-a  dire  uniformes ,  d'un  meme  parametre.  On  peut  alors  se  servir  de 
ces  expressions  des  coordonnees  pour  arriver  a  un  certain  nombre  de  theoremes 
sur  ces  courbes.  On  peut  s’en  servir  egalement  pour  exposer  d’une  fa^on  plus 
simple  la  theorie  des  fonctions  abeliennes. 

Si,  dans  une  integrale  abelienne  de  premiere  espece,  on  remplace  la  variable 
par  une  fonction  fuchsienne  de  2,  cette  integrale  devient  a  son  tour  une  fonction 
uniforme  de  2  dont  on  trouve  aisement  le  developpement  analytique.  Ainsi  ces 
integrales,  qu’on  savait  deja  obtenir  a  Faide  des  fonctions  0,  sont  susceptibles 
d’une  expression  analytique  entierement  differente,  oil  entrent  des  transcen¬ 
dantes  ne  dependant  que  d’une  seule  variable. 
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Mais  ce  n’est  pas  tout.  Toute  fonction  fuehsienne  peut  etre  regardee  comme 
provenant  de  Finversion  d’une  equation  du  second  ordre  a  coefficients  algebri- 
ques,  c’est-a-dire  qu’on  peut  l’obtenir  en  regardant  la  variable  a;  comme  fonction 
du  rapport  z  des  integrales  de  cette  equation.  Nos  transcendantes  nous  fournis- 
sent  done  immediatement  Fintegration  d’une  infinite  d’equations  lineaires  que 
Fon  peut  appeler  fuchsiennes. 

Pour  que  l’analogie  avec  les  fon ct ions  elliptiques  fut  complete,  il  faudrait 
que  les  autres  proprietes  de  ces  fonctions,  telles  que  les  lois  d’addition,  de  mul¬ 
tiplication  et  de  transformation  pussent  s’etendre  aux  nouvelles  transcendantes. 

La  theorie  de  la  transformation  se  generalise  immediatement,  avec  cette 
difference  toutefois  que  le  groupe  des  fonctions  fuchsiennes  etant  beaucoup  plus 
complique  que  celui  des  fonctions  elliptiques,  les  cas  a  considerer  sont  beaucoup 
plus  nombreux  et  varies.  Ce  qui  en  fait  surtout  l’interet,  e’est  qu’on  peut  s’en 
servir  pour  jeter  quelque  lumiere  sur  la  question  de  la  reduction  des  integrales 
abeliennes  (59).  J’y  reviendrai  plus  loin. 

Au  contraire,  le  theoreme  d’addition  ne  peut  pas  s’etendre  a  toutes  les 
fonctions  fuchsiennes.  Cela  n’est  possible  que  dans  un  cas  particulier  et  pour 
une  classe  speciale  de  ces  transcendantes  (61,  191).  Je  veux  parler  de  ces  fonc¬ 
tions  fuchsiennes  qui  tirent  leur  origine  de  la  consideration  des  formes  quadrati- 
ques  ternaires  indefinies  et  sur  lesquelles  je  reviendrai  dans  le  paragraphe  rela- 
tif  a  l’Arithmetique. 

Les  substitutions  lineaires  dont  les  coefficients  ne  sont  plus  reels,  mais  quel- 
conques,  peuvent  aussi  former  des  groupes  discontinus  que  j’ai  appeles  kleineens 
(15,  16,  68).  Pour  demontrer  Fexistenee  de  ces  groupes,  je  reneontrais  la  m£me 
diffieulte  que  pour  les  groupes  fuehsiens,  et  il  sembiait  au  premier  abord  im¬ 
possible  d’appliquer  la  geometrie  non-euclidienne.  Dans  certains  cas  particulars 
la  diffieulte  etaifc  facile  a  surmonter;  mais,  dant  le  cas  general,  elle  subsistait 
tout  entiere.  J’imaginai  alors  un  artifice  qui  me  permit  de  me  servir  de  la  geo¬ 
metrie  non  euclidienne,  non  plus  a  deux,  mais  a  trois  dimensions,  et  je  demon- 
trai  aisement  Fexistenee  des  groupes  kleineens.  Je  n’avais  plus  qu’a  appliquer 
les  methodes  qui  m’avaient  reussi  une  premiere  fois  pour  trouver  une  nouvelle 
categorie  de  fonctions  tout  a  fait  analogues  aux  fonctions  fuchsiennes.  La  seule 
difference  digne  d’etre  signalee  est  celle  qui  resulte  de  la  forme  du  domaine  a 
l’interieur  duquel  ces  fonctions  existent.  Ce  domaine,  au  lieu  d’etre  un  cercle, 
est  limite  par  une  eourbe  non  analytique  qui  n’a  pas  de  rayon  de  courbure  de¬ 
termine.  Dans  d’autres  cas,  ce  domaine  est  limite  par  une  infinite  de  circon- 
ferenees. 

Les  fonctions  fuchsiennes  sont  susceptibles  d’une  autre  mode  de  generalisa- 
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tion:  je  veux  parler  des  fonctions  hyperfuchsiennes  imaginees  par  M.  Picard. 
Mais,  comme  elles  ne  peuvent  guere  s’appliquer  aux  equations  differentielles 
proprement  dites,  je  me  reserve  d’y  revenir  dans  la  deuxieme  Partie,  consacree 
a  la  theorie  generale  des  fonctions. 

Les  resultats  deja  obtenus  faisaient  des  lors  pressentir  quel  interet  il  y 
aurait  a  determiner  les  coefficients  du  groupe  d’une  equation  lineaire  en  fonc- 
tion  des  coefficients  de  Pequation  elle-meme  (34.  36,  69).  Ce  probleme  n’etait 
pas  nouveau  et  il  avait  deja  fait  l’objet  des  travaux  de  divers  mathematiciens 
allemands,  entre  autres  de  MM.  PrrcHS  et  Hamburger.  J’ai  imagine  de  nou- 
velles  methodes  de  calcul  numerique,  analogues  a  celles  de  ces  savants,  et  j’ai 
reconnu  qu’on  pouvait  varier  ces  procedes  a  Pinfini.  Mais  ces  methodes  ne 
nous  apprennent  rien,  au  point  de  vue  de  la  theorie  generale  des  fonctions,  sur 
les  proprietes  des  transcendantes,  dont  elles  donnent  seulement  la  valeur  numeri¬ 
que.  Il  fallait  chercher  aussi  a  resoudre  le  probleme  a  ce  nouveau  point  de  vue. 
J’ai  obtenu  dans  cette  voie  divers  resultats  qui  peuvent  presenter  quelque  in¬ 
tent.  Ainsi  les  coefficients  du  groupe  eonsideres  comme  fonctions  de  certains 
coefficients  de  Pequation  (les  autres  coefficients  etant  regardes  comme  constants) 
en  sont  des  fonctions  entieres.  J’ai  etudie  egalement  les  fonctions  inverses  qui, 
dans  certains  cas,  sont  uniformes. 

Les  resultats  ainsi  obtenus  ne  donnaient  encore  qu’une  solution  bien  incom¬ 
plete  du  probleme  que  je  m’etais  propose,  c’est-a-dire  Pintegrat-ion  des  equations 
differentielles  lineaires.  Les  equations  que  j’ai  appelees  plus  haut  fuchsiennes , 
et  qu’on  pent  integrer  par  une  simple  inversion,  ne  sont  que  des  cas  tres  parti- 
culiers  des  equations  lineaires  du  second  ordre.  On  ne  doit  pas  s’en  etonner  si 
Ton  reflechit  un  peu  a  Panalogie  avec  les  fonctions  elliptiques.  Le  procede  de 
Pinversion  ne  permet  de  calculer  que  les  integrales  elliptiques  de  premiere 
especc.  Pour  les  integrales  de  deuxieme  et  troisieme  espece,  il  faut  proceder 
d’une  autre  raaniere. 

Envisageons,  par  exemple,  Pintegrale  de  deuxieme  espece 

w  _  [  %2dx 

U~J  V(T^xs)(i -^Fx*) 

0 

Pour  l’obtenir,  nous  considererons  comme  equation  auxiliaire  celle  qui  donne 
Pintegrale  de  premiere  espece 

X 

r  dx 

J  V(i — x2)(i~ k2x2) 


o 
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d’ou  par  inversion 


x  =  sn  z . 

Rempla^ant  x  par  sn  z,  on  trouve  que  u  est  egal  a  une  fonction  uniforme 
de  z,  Z(z),  qui  augmente  d’une  eonstante  quand  2  augmente  d’une  periode.  On 
est  done  conduit  a  employer  ici  un  procede  analogue:  etant  donnee  une  equation 
lineaire  E  d’ordre  quelconque,  a  coefficients  algebriques  en  x,  on  se  sert  d’une 
equation  auxiliaire  E]  du  second  ordre,  et  cette  equation  auxiliaire  doit  etre 
choisie  de  telle  fa§on  que  x  soit  fonction  fuchsienne  du  rapport  z  des  integrales 
de  E1  et  que  les  integrales  de  E  soient  des  fonctions  uniformes  de  z. 

Est-il  toujours  possible  de  faire  ce  choix  de  maniere  a  satisfaire  a  toutes 
ces  conditions?  Telle  est  la  question  qui  se  pose  naturellement.  Cela  revient 
d’ailleurs  a  demander  si,  parmi  les  equations  lineaires  qui  satisfont  a  certaines 
conditions,  qu’il  est  inutile  d’enoncer  ici,  il  y  a  toujours  une  equation  fuchsienne. 
Je  suis  parvenu  a  demontrer  qu’on  devait  repondre  affirmativement  a  cette  ques¬ 
tion.  Je  ne  puis  expliquer  ici  en  quoi  consiste  la  methode  dont  nous  nous  som- 
mes  servis  d’abord,  M.  Klein  et  moi,  dans  Fetude  de  divers  exemples  particu- 
liers;  comment  M.  Klein  a  cherche  a  appliquer  cette  methode  dans  le  cas  ge¬ 
neral,  ni  comment  j’ai  comble  les  lacunes  qui  subsistaient.  encore  dans  la  de¬ 
monstration  du  geometre  allemand,  en  introduisant  une  theorie  qui  a  les  plus 
grandes  analogies  avec  celle  de  la  reduction  des  formes  quadratiques  (18,  19, 
26,  27,  69). 

On  peut  arriver  au  meme  resultat  par  une  voie  entierement  differente, 
corame  1’ont  reconnu  divers  savants.  II  suffit  de  demontrer  que  Fequation 

J  u  «  eu 

admet  toujours  sur  une  surface  de  Riemann  donnee  une  solution  presentant 
des  singularites  donnees.  M.  Picard  a  donne  le  premier  une  demonstration  de 
ce  theoreme;  j’en  ai  donne  une  (174,  197)  qui  est  entierement  differente  et  qui 
permet  de  completer  le  resultat  de  M.  Picard  en  Fetendant  a  un  cas  que  ce 
geometre  avait  laisse  de  cote  et  qui  est  important  au  point  de  vue  de  la  theo¬ 
rie  des  fonctions  fuchsiennes.  C’est  celui  ou  Fun  des  sommets  du  polygone  ge- 
nerateur  se  trouve  sur  le  cercle  fondamental. 

Ainsi  Fequation  auxiliaire  E'  existera  toujours;  mais  il  ne  suffit  pas  de  pou- 
voir  demontrer  son  existence,  il  faut  encore  savoir  la  former.  C’est  la  l’objet  de 
la  derniere  Partie  de  mon  Memoire  Sur  les  groupes  des  equations  lineaires .  J’ai 
donne,  dans  cette  derniere  Partie,  des  procedes  pour  calculer  les  coefficients  de 

Acta  mathematica.  38.  Imprime  le  27  mars  1913.  7 
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Fequation  E\  non  pas  exactement,  ce  qui  est  impossible,  mais  avec  line  approxi¬ 
mation  aussi  grande  que  Ton  veut. 

Si  maintenant  on  considere  le  rapport  z  des  integrales  de  cette  equation 
auxiliaire,  x  est  une  fonction  fuchsienne  de  z  que  j’appelle  /  (z),  et  les  integrales 
de  Fequation  E  sont  des  fonctions  uniformes  de  2,  qui  subissent  des  transforma¬ 
tions  lineaires  lorsque  2  subit  une  transformation  du  groupe,  de  la  meme  maniere 
que  la  fonction  Z  (z)  augmente  d’une  constante  quand  2  augmente  d’une  periode 
(70).  Ces  fonctions  uniformes  jouent  pour  Fintegration  de  Fequation  E  le  meme 
role  que  la  fonction  Z  (2)  joue  pour  le  calcul  des  integrales  elliptiques  de  se- 
conde  espece.  C’est  pour  cette  raison  que  je  les  ai  appelees  zeiafuchsie?ine$. 

Ces  fonctions  zetafuchsiennes  sont  evidemment  susceptibles  d'etre  inises 
sous  la  forme  du  quotient  de  deux  series  ordonnees  suivant  les  puissances  crois- 
santes  de  z.  Ces  deux  series  sont  convergentes  a  Finterieur  du  cercle  fonda- 
mental.  Si  la  fonction  f  (z)  n’existe  qu’a  Finterieur  du  cercle  fondamental  (ce 
que  nous  supposons),  la  variable  z  nc  peut  jamais  sortir  de  ce  cercle,  en  sorte  que 
nos  deux  series  sont  toujours  convergentes.  D’ailleurs,  les  coefficients  de  ces 
series  se  calculent  aisement  par  recurrence.  A  ce  point  de  vue,  on  peut  done 
deja  dire  que  ces  developpements  nous  donnent  Fintegration  complete  de  Fequa¬ 
tion  E ,  puisqu’ils  sont  toujours  valables  au  lieu  d’etre  limites  a  un  domaine 
particulier.  Je  ne  me  suis  cependant  pas  contente  de  ce  resultat,  car  il  est 
possible  de  donner  des  fonctions  zetafuchsiennes  des  developpements  beaucoup 
plus  satisfaisants  pour  Fesprit,  parce  que  les  termes  sont  lies  les  uns  aux  autres 
par  une  loi  simple,  et  que,  par  consequent,  le  developpement  met  en  evidence 
les  proprietes  caracteristiques  de  ces  fonctions.  C’est  ainsi  que  Fexpression  de 
s nz  par  les  series  d’ErsENSTETN  est  beaucoup  plus  satisfaisante  pour  I’esprit 
(quoique  moins  convergente)  que  le  developpement  de  cette  fonction  suivant  les 
puissances  de  2  et  de  k 2.  C’est  dans  ce  but  que  j’ai  exprime  les  fonctions  zeta¬ 
fuchsiennes,  par  le  quotient  de  deux  series;  le  denominateur  est  une  serie  theta- 
fuchsienne  et  le  numerateur  est  une  serie  a  termes  rationnels,  ou  Fexpression 
du  terme  general  est  fort  simple. 

Ainsi,  il  est  possible  d’exprimer  les  integrales  des  equations  lineaires  a 
coefficients  algebriques,  a  Faide  des  transeendantes  nouvelles,  de  la  meme  ma- 
niere  que  Ton  a  exprime,  a  Faide  des  fonctions  abeliennes,  les  integrales  des 
differentielles  algebriques.  D’ailleurs  ces  dernieres  integrales  elles-memes  sont 
susceptibles  d’etre  obtenues  aussi  par  Fintermediaire  des  fonctions  fuchsiennes, 
et  l’on  en  a  ainsi  une  expression  nouvelle,  entierement  differente  de  celle  ou 
entrent  les  series  ©  a  plusieurs  variables. 
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III.  Equations  non  lineaires.  (24,  48,  71). 

II  resterait  a  faire  pour  les  equations  non  lineaires  ce  que  j’ai  fait  pour  les 
equations  lineaires,  c’est-a-dire  trouver  des  developpements  des  integrales  qui 
soient  toujours  convergents.  Je  n’ai  pu  y  parvenir;  j’ai  seulement  reconnu  que 
l’on  peut,  d’une  infinite  de  manieres,  exprimer  ces  integrales  par  des  series  qui 
convergent  pour  toutes  les  valeurs  reelles  de  la  variable.  Voici  comment  j’ai 
opere  (24,  77). 

Je  mets  les  equations  differentielles  sous  la  forme 

dxx  dx2  _dxn 

jrx~ir2~  ■’*- XT 

les  Xn  etant  des  polynomes  entiers  par  rapport  aux  variables  x>  Cela  est  tou¬ 
jours  possible.  J’introduis  ensuite  line  variable  auxiliaire  s  definie  par  ^equation 

dx± _ dx.2  dxn  ds 

Xx  X2  Xn  X\  +  X  l  +  •  •  •  +  Xn  +  i 

Je  puis  alors  demontrer  que  si  a  est  convenablement  choisi,  les  variables  x 
peuvent  se  developper  suivant  les  puissances  croissantes  de 

eas  —  i 
ea  s  +  i 

et  que  les  developpements  restent  valables  pour  toutes  les  valeurs  reelles  de  s. 

Si  l’on  applique  ce  qui  precede  au  probleme  des  trois  corps,  on  verra  que, 
quand  s  varie  de  —  oo  a  +  °o  ,  t  varie  de —  oo  a  4-  °o ,  de  sorte  que  les  developpe¬ 
ments  restent  convergents  pour  toutes  les  valeurs  reelles  du  temps.  II  n’y 
aurait  d’exception  que  dans  l’hypothese,  assez  peu  vraisemblable  d’ailleurs,  ou 
deux  corps  viendraient  se  chequer  a  l’epoque  tQ,  et  les  developpements  ne  nous 
apprendraient  rien  sur  ce  qui  se  passerait  apres  l’epoque  du  choc;  le  probleme 
d’ailleurs  ne  se  pose  meme  pas.  Si  de  plus  on  suppose  que  les  elements  initiaux 
aient  ete  choisis  de  telle  sorte  que  les  distances  mutuelles  restent  constamment 
superieures  a  une  limite  donnee,  on  peut  remplacer  la  variable  auxiliaire  $  par 
le  temps  lui-meme  et  developper  suivant  les  puissances  de 

eat —  i 

Ainsi  que  je  l’ai  dit  plus  haut,  je  n’ai  donne  cette  solution  qu’a  titre 
d’exemple. 
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Une  pareille  integration  est  d’un  caractere  bien  different  et  evidemment 
beaucoup  moins  satisfaisante  pour  l’esprit  que  l’integration  des  equations  lineai- 
res  par  les  fonctions  fuchsiennes.  Aussi  y  avait-il  lieu  de  se  demander  si  les 
methodes  qui  avaient  reussi  pour  les  equations  lineaires  n’etaient  pas  applicables 
a  d’autres  classes  d’equations,  quoiqu’elles  ne  le  fussent  pas  dans  le  cas  ge¬ 
neral. 

Un  peu  de  reflexion  fait  tout  de  suite  comprendre  quelle  est  la  difference 
essentielle  entre  le  cas  general  et  celui  des  equations  lineaires.  Les  equations 
lineaires  n’ont  qu’un  nombre  fini  de  points  singuliers,  tandis  que  les  equations 
non  lineaires  en  ont  en  general  une  infinite.  On  est  done  auiene  a  rechercher 
s’il  n’existe  pas  d’autres  classes  d’equations  dont  les  points  singuliers  soient  en 
nombre  fini. 

M.  Fuchs  a  publie,  dans  les  Sitzungsberichte  de  l’Academie  de  Berlin,  un 
Memoire  oil  il  expose  les  conditions  necessaires  et  suffisantes  pour  qu’une  equa¬ 
tion  differentielle  et,  en  particulier,  pour  qu’une  equation  du  premier  ordre 
n’ait  qu’un  nombre  fini  de  points  singuliers.  On  put  croire  un  instant  que  l’on 
etait  sur  la  voie  d’une  nouvelle  categorie  de  transcendantes  uniformes  et  d’une 
nouvelle  classe  d’equations  integrables. 

Je  fus  done  amene  a  faire  un  examen  plus  approfondi  de  la  question  (48, 
71);  mais  cet  examen  m’obligea  a  renoncer  a  Pespoir  que  j’avais  congu.  Les 
equations  du  premier  ordre  qui  satisfont  aux  conditions  de  M.  Fuchs,  ou  bien 
se  ramenent  a  l’equation  de  Riccati  et  par  elle  aux  equations  lineaires,  ou  bien 
sont  integrables  par  les  fonctions  elliptiques  ou  algebriques.  On  n’est  done  ja¬ 
mais  conduit  a  une  classe  reellement  nouvelle  d’equations  integrables.  M.  Pain- 
leve  a  ete  plus  heureux  en  passant  aux  equations  d’ordre  superieur. 

Quoi  qu’il  en  soit,  le  resultat  de  M.  Fuchs  conserve  encore  son  interet, 
puisqu’il  nous  fait  connaitre  une  categorie  d’equations  differentielles  integrables 
algebriquement.  Mais,  en  tout  cas,  le  probleme  de  1’ integration  des  equations 
non  lineaires  ne  peut  §tre  regarde  comrae  resolu. 


IV.  Integration  des  equations  par  les  fonctions  algebriques  et  abeliennes. 

(7,  10,  40,  124,  219,  221). 

Bien  que  le  probleme  de  l’integration  des  equations  lineaires  soit  resolu 
dans  le  cas  general  par  I’emploi  de  nos  transcendantes  nouvelles,  ce  resultat 
laisse  subsister  tout  entier  l’interet  qui  s’attache  aux  cas  particuliers  ou  1’ inte¬ 
gration  peut  se  faire  au  moyen  de  fonctions  plus  simples,  telles  que  les  fonc- 
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tions  algebriques,  elliptiques  et  abeliennes.  D’ailleurs  les  procedes  d’integration 
par  les  fonctions  algebriques  et  elliptiques  rentrent  facilement  dans  la  methode 
generale  qui  comprend  ainsi  comme  cas  particulars  les  procedes  deja  connus. 
II  en  resulte  que  cette  methode  jette  quelque  lumiere  sur  les  difficultes  qui  se 
rapportent  a  l’emploi  des  procedes  particuliers.  En  ce  qui  concerne  la  recherche 
des  cas  d’integrabilite  algebrique,  le  premier  probleme  a  resondre  etait  de  for¬ 
mer  les  groupes  d’ordre  fini  contenus  dans  le  groupe  lineaire.  Ce  resultat  a 
ete  obtenu  par  M.  Jordan  il  y  a  quelques  annees;  mais  je  ne  crois  pas  que 
ce  savant  ait  demontre  qu’a  tout  groupe  d’ordre  fini  correspond  une  equation 
lineaire  integrable  algebriquement.  L’emploi  des  fonctions  fuchsiennes  in’a  fait 
voir  aisement  (40)  qu’a  tout  groupe  d’ordre  fini  correspond,  non  pas  une,  mais 
une  infinite  d’equations  dont  les  integrales  sont  algebriques.  Penetrant  ensuite 
plus  profondement  dans  la  question,  j’ai  cherche  a  quelles  conditions  une  fonc- 
tion  algebrique  dont  on  se  donne  le  groupe  de  Galois  satisfait  a  une  equation 
lineaire  d’ordre  79.  J’ai  trouve  que  certains  determinants  dont  les  elements 
s’expriment  tantot  a  Faide  des  raeines  de  Funite,  tantot  a  Faide  des  periodes 
des  integrales  abeliennes  de  premiere  espeee  correspondant  a  la  fonction  al¬ 
gebrique  consideree,  devaient  6tre  nuls  a  la  fois.  D’autre  part,  on  peut,  sauf 
dans  certains  cas  exceptionnels,  trouver  un  systeme  fondamental  d’integralcs  de 
premiere  espeee,  tel  que  les  periodes  normales  de  l’une  quelconque  d’entre  elles 
soient  des  fonctions  lineaires  a  coefficients  entiers  des  periodes  normales  de  la 
premiere.  Je  fus  ainsi  conduit  a  exprimer  la  condition  cherchee  sous  la  forme 
de  eertaines  relations  entre  les  periodes  normales  des  integrales  de  premiere 
espeee  qu’on  peut  former  avec  la  fonction  algebrique  consideree. 

Au  contraire,  les  procedes  d’integration  par  les  fonctions  abeliennes  ne  ren¬ 
trent  pas  dans  la  methode  generale.  On  y  est  conduit  en  cherchant  a  genera- 
liser  les  methodes  d’integration  par  les  fonctions  elliptiques  (10).  On  sait  que 
la  theorie  des  fonctions  elliptiques  permet  de  calculer  les  integrales  des  equations 
lineaires  du  second  ordre  dans  trois  cas  entierement  differents: 

i°.  Lorsque,  les  coefficients  etant  rationnels,  il  y  a  trois  points  singuliers 
tels  que  la  difference  des  raeines  des  trois  equations  determinantes  soit  respect 
tivement  J,  J  et  ou  bien  J,  \  et  ou  bien  encore  |  et 

20.  Lorsque,  les  coefficients  etant  rationnels,  il  y  a  quatre  points  singuliers 
tels  que  la  difference  des  raeines  de  chaque  equation  determinante  soit 

30.  Lorsque,  les  coefficients  etant  doublement  periodiques,  les  integrales 
n’offrent  d’autre  singularity  que  des  poles. 

M.  Appell  a  generalise  le  troisieine  cas  en  montrant  que,  lorsque  le  groupe 
de  l’equation  lineaire  se  reduit  a  un  faisceau,  la  derivee  logarithmique  de  cer- 
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taines  integrates  est  algebrique  et  que  l’integration  peut  s’effectuer  par  les  fonc- 
tions  abeliennes.  J’ai  voulu  de  raeme  generaliser  ]e  premier  et  le  second  cas. 

Je  suis  arrive  ainsi  a  une  infinite  d’equations  lineaires  du  troisieme  ordre 
a  coefficients  algebriques  dont  les  integrates  s’expriment  a  Paide  des  fonctions 
abeliennes  de  deux  variables.  De  meme,  les  fonctions  abeliennes  a  p  variables 
permettent  d’integrer  une  infinite  d’equations  lineaires  d’ordre  p  +  i. 

J’ai  indique  ensuite  succinctement  les  principales  proprietes  des  groupes  de 
ces  equations. 

Je  me  suis  preoccupe  aussi  de  rechercher  des  cas  ou  les  equations  non 
lineaires  sont  susceptibles  d’ integration  algebrique,  mais  je  me  suis  restreint 
aux  equations  du  ier  ordre  et  du  ier  degre. 

La  voie  avait  ete  ouverte  par  M.  Darboux.  J’e  Pai  suivie  a  mon  tour  dans 
deux  memoires  inseres  aux  Rendiconti  del  Circolo  Maiematico  di  Palermo  (219, 
221).  Le  probleme  doit  se  poser  ainsi:  etant  donnee  une  equation  differentiate, 
reconnaitre  par  un  nombre  fini  d’operations,  si  elle  est  ou  non  integrable  alge- 
briquement.  Ce  probleme  pourrait  evidemment  etre  regarde  corarae  resolu  si 
Pon  savait  determiner  une  limite  superieure  du  degre  de  Pintegrale  generate,  si 
on  la  suppose  algebrique. 

Aprea  avoir  donne  un  certain  nombre  de  relations  numeriques  entre  le 
degre  de  Pintegrale  generate,  son  genre,  le  nombre  des  points  singuliers  des  di- 
verses  especes,  le  nombre  des  valeurs  remarquables  pour  lesquelles  la  courbe 
algebrique  qui  represente  Pintegrale  generate  se  decompose  et  les  degres  des 
composantes,  je  resous  le  probleme  dans  un  cas  particulier,  celui  ou  les  deux 
entiers  caracteristiques  relatifs  a  tous  les  cols  sont  egaux  a  i. 

Dans  le  cas  general,  je  n’ai  obtenu  que  des  resultats  partiels;  j’ai  par 
exemple  limite  le  nombre  des  valeurs  remarquables  pour  lesquelles  notre  courbe 
se  decompose  et  le  nombre  des  composantes;  mais  il  y  a  encore  deux  entiers 
qui  jouent  un  role  dans  le  probleme  et  qui  restent  inconnus,  ce  qui  m'emp6che 
de  limiter  le  degre,  sauf  dans  certains  cas  particuliers. 

Quand  on  veut  alter  plus  loin,  les  inegalites  algebriques  dont  je  me  suis 
servi  ne  peuvent  plus  suffire  et  les  difficultes  a  vaincre  sont  d’une  nature  pour 
ainsi  dire  arithmetique;  c’est  ce  que  je  montre  sur  un  exemple  simple  oil  ces 
difficultes  peuvent  etre  surmontees  grace  a  Pemploi  des  fonctions  elliptiques. 

Je  termine  par  une  etude  de  ce  qui  se  passe  dans  le  voisinage  de  certains 
points  singuliers.  Dans  le  voisinage  d’un  noeud  quelconque,  on  peut  trouver 
deux  series  infinies  Xx  et  X2  procedant  suivant  les  puissances  des  variables 
et  qui  egalees  a  zero,  fournissent  deux  solutions  partieulieres  de  l’equation 
differentielle.  On  voit  alors  que  Pintegrale  generate  si  elle  est  algebrique  se 
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reduit  a  une  fonction  rationnelle  homogene  de  deux  puissances  entieres  de  Xx  et 
X2.  Or  a  chaque  noeud  correspondra  une  semblable  expression  de  notre  inte¬ 
grate  generale.  Si  nous  egalons  deux  de  ces  expressions,  la  discussion  de  I’egalite 
ainsi  obtenue,  discussion  ou  s’introduisent  les  fonctions  fuchsiennes,  conduit  a 
plusieurs  resultats  importants. 


V.  Courbes  definies  par  les  equations  differentielles.  (3,  20,  23,  74,  75,  76;  77). 

Alors  mSrne  qu’on  parviendrait  a  faire  pour  une  equation  quelconque  ce 
que  j’ai  fait  pour  les  equations  lineaires,  c’est-a-dire  a  trouver  des  developpements 
des  integrales  valables  dans  toute  Tetendue  du  plan,  ce  ne  serait  pas  une  raison 
pour  laisser  de  cote  les  resultats  que  Ton  peut  obtenir  par  d’autres  methodes, 
car  il  peut  arriver  que  ces  methodes  nous  fassent  decouvrir  certaines  particula¬ 
rities  que  les  developpements  ne  mettraient  pas  immediatement  en  evidence. 
(Test  ce  qui  m’a  decide  a  me  placer  a  un  point  de  vue  nouveau  et  je  ne  saurais 
mieux  le  faire  comprendre  qu’en  reproduisant  ce  que  j’ecrivais  au  moment  ou 
je  commen^ais  ces  recherches1: 

»I1  est  done  necessaire  d’etudier  les  fonctions  definies  par  des  equations 
differentielles  en  elles-memes  et  sans  chercher  a  les  ramener  a  des  fonctions  plus 
simples,  ainsi  qu’on  a  fait  pour  les  fonctions  algebriques,  qu’on  avait  eherche  a 
ramener  a  des  radicaux  et  qu’on  etudie  maintenant  directement,  ainsi  qu’on  a 
fait  pour  les  integrales  de  differentielles  algebriques,  qu’on  s’est  efforce  long- 
temps  d’exprimer  en  termes  finis. 

Rechereher  quelles  sont  les  proprietes  des  equations  differentielles  est  done 
une  question  du  plus  haut  interet.  On  a  deja  fait  un  premier  pas  dans  cette 
voie  en  etudiant  la  fonction  proposee  dans  le  voisinage  d'un  des  points  du  plan. 
II  s’agit  aujourd’hui  d’aller  plus  Join  et  d’etudier  cette  fonction  dans  toute  Veten - 
due  du  plan.  Dans  cette  recherche,  notre  point  de  depart  sera  evidemment  ce 
que  Ton  sait  deja  de  la  fonction  etudiee  dans  une  certaine  region  du  plan. 

ITetude  complete  d’une  fonction  comprend  deux  parties:  i°  partie  qualita¬ 
tive  (pour  ainsi  dire),  ou  etude  geometrique  de  la  courbe  definie  par  la  fonction ; 
2°  partie  quantitative,  ou  calcul  numerique  des  valeurs  de  la  fonction. 

Ainsi,  par  exemple,  pour  etudier  une  equation  algebrique,  on  commence 
par  rechereher,  a  l’aide  du  theoreme  de  Sturm,  quel  est  le  nombre  des  racines 
reelles:  e’est  la  partie  qualitative;  puis  on  calcule  la  valeur  numerique  de  ces 


1  Journal  de  Liouville ,  3©  serie,  t.  VII. 
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racines,  ce  qui  constitue  1’etude  quantitative  de  Pequation.  De  meme,  pour 
etudier  une  courbe  algebrique,  on  commence  par  construire  cette  courbe,  comme 
on  dit  dans  les  cours  de  Mathematiques  speciales,  c’est-a-dire  qu’on  cherche 
quelles  sont  les  branches  de  courbes  fermees,  les  branches  infinies,  etc.  Apres 
cette  etude  qualitative  de  la  courbe,  on  peut  en  determiner  exactement  un  cer¬ 
tain  nombre  de  points. 

C’est  naturellement  par  la  partie  qualitative  qu’on  doit  aborder  la  tbeorie 
de  toute  fonction  et  c’est  pourquoi  le  probleme  qui  se  presente  en  premier  lieu 
est  le  suivant:  Construire  les  courbes  definies  par  des  equations  differentielles . 

Cette  etude  qualitative,  quand  elle  sera  faite  completement,  sera  de  la  plus 
grande  utilite  pour  le  ealcul  numerique  de  la  fonction,  et  elle  y  oondnira  d’autant 
plus  facilement  que  Pon  connait  deja  des  series  convergentes  qui  represented 
la  fonction  cherchee  dans  une  certaine  region  du  plan,  et  que  la  principale  diffi- 
culte  qui  se  presente  est  de  trouver  un  guide  sur  pour  passer  d’une  region  ou 
la  fonction  est  representee  par  une  serie  a  une  autre  region  du  plan  oil  elle  est 
exprimable  par  une  serie  differente.1 

D’ailleurs  cette  etude  qualitative  aura  par  elle-meme  un  interet  de  pre¬ 
mier  ordre.  Diverses  questions  fort  importantes  d’Analyse  et  de  Mecanique 
peuvent  en  effet  s’y  ramener.  Prenons  par  exemple  le  probleme  des  trois 
corps:  ne  peut-on  pas  se  demander  si  Pun  des  corps  restera  loujours  dans  une 
certaine  region  du  ciel  ou  bien  s’il  pourra  s’eloigner  indefiniment;  si  la  distance 
de  deux  corps  augmentera,  ou  diminuera  a  Pinfini,  ou  bien  si  elle  restera  com¬ 
prise  entre  certaines  limites?  Ne  peut-on  pas  se  poser  mille  questions  de  ce 
genre,  qui  seront  toutes  resolues  quand  on  saura  construire  qualitativement  les 
trajectoires  des  trois  corps?  Et.  si  Ton  considere  un  nombre  plus  grand  de 
corps,  qu’est-ce  que  la  question  de  Pin  variability  des  elements  desplanetes,  sinon 
une  veritable  question  de  geometrie  qualitative,  puisque  faire  voir  que  le  grand 
axe  n’a  pas  de  variations  seculaires,  c’est  montrer  qu’il  oscille  constamment 
entre  certaines  limites? 

Tel  est  le  vaste  champ  de  decouvertes  qui  s’ouvre  devant  les  geometres. 
Je  n’ai  pas  eu  la  pretention  de  le  parcourir  tout  entier,  mais  j’ai  voulu  du  moins 
en  franchir  les  frontieres,  et  je  me  suis  restreint  a  un  cas  tres  particulier,  celui 
qui  se  presente  d’abord  tout  naturellement,  e’est-a-dire  a  l’etude  des  equations 
differentielles  du  premier  ordre  et  du  premier  degre.» 


1  Oes  considerations  m’ont  effectivement  servi  de  guide  dans  des  recherehes  relatives  an 
calcul  numerique  de  la  fonction  (24). 
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Je  commen^ai  done  mes  recherches  (3,  74)  par  I’etude  des  courbes  definies 
par  les  equations  differentielles  de  la  forme 


(i) 


dx  dy 

X=  r’ 


ou  X  et  Y  sont  des  polynomes  entiers  en  x  et  y ,  et  je  reconnus  d’abord  que 
ces  courbes  pouvaient  representer  la  forme  de  courbes  fermees  ou  celle  de  spi- 
rales,  Je  demontrai  egalement  le  theoreme  suivant: 

Si  une  courbe  definie  par  une  equation  de  la  forme  (i)  n’a  pas  de  point 
d' arret  et  ne  coupe  aucune  courbe  algebrique  qu'en  un  nombre  fini  de  points  reels , 
elle  est  une  courbe  fermee. 

Pour  pousser  plus  loin  l’etude  de  la  forme  de  ces  courbes,  j’ai  du  commen- 
cer  par  rechercher  ce  qui  se  passe  dans  le  voisinage  d’un  point  singulier  quel- 
conque.  En  realite,  le  probleme  etait  resolu  par  les  travaux  anterieurs  de  MM. 
Briot  et  Bouquet  et  par  les  miens  ( Journal  de  V$cole  Poly  technique,  XLVe  Cahier, 
et  These  inaugurale),  mais  j’avais  a  approprier  la  solution  a  mon  nouveau  but; 
dans  les  Memoires  que  je  viens  de  citer,  et  ou  je  me  plafais  au  point  de  vue 
de  la  theorie  des  fonctions,  j’attachais  une  egale  importance  au  reel  et  a  Fima- 
ginaire.  Pour  mon  but  nouveau  de  geometrie  qualitative,  le  reel  seul  m’interes- 
sait  et  je  devais  faire  une  discussion  speciale  qui  me  conduisit  a  distinguer 
quatre  sortes  de  points  singuliers  (sans  parler  de  points  singuliers  plus  compli- 
ques  qui  ne  se  presentent  que  dans  certains  cas  particuliers  et  qui  peuvent  6tre 
regardes  comme  composes  de  plusieurs  points  singuliers  simples  confondus). 

J’ai  donne  a  ces  quatre  sortes  les  noms  suivants: 

i°.  Les  cols ,  par  lesquels  passent  deux  courbes  definies  par  Fequation  et 
deux  seulement; 

2°.  Les  nceuds ,  ou  viennent  se  croiser  une  infinite  de  courbes  definies  par 
Fequation; 

3°.  Les  foyers ,  autour  desquels  ces  courbes  tournent  en  s’en  rapprochant 
sans  cesse  a  la  fa<jon  d’une  spirale  logarithmique; 

4°.  Les  centres ,  autour  desquels  ces  courbes  se  presentent  sous  la  forme  de 
cycles  fermes  s’enveloppant  mutuellement  et  enveloppant  le  centre.  (On  ne  ren¬ 
contre  les  centres  que  dans  des  cas  tres  exceptionnels.) 

J’ai  etudie  ensuite  la  distribution  de  ces  divers  points  singuliers  dans  le 
plan.  J’ai  montre  ainsi  qu’il  y  en  avait  toujours  (a  distance  finie  ou  infinie) 
et  qu’il  y  avait  toujours  une  relation  simple  entre  le  nombre  des  cols,  des 

Acta  mathematica.  38.  Imprim£  le  27  mars  1913.  8 
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foyers  et  des  centres,  et  que,  sur  la  courbe  X  —  o,  les  cols  ou  les  noends  et 
foyers  se  succedaient  alternativement. 

Ces  problemes  resolus,  je  me  suis  occupe  des  contacts  que  peut  avoir  une 
courbe  algebrique  donnee  avec  les  courbes  definies  par  l’equation  (i)  et  j’ai  vu 
que,  dans  un  tres  grand  nombre  de  cas,  il  existe  des  branches  de  courbes  fer- 
mees  qui  ne  touchent  en  aucun  point  aucune  des  courbes  qui  satisfont  a  notre 
equation  differentielle.  Je  les  ai  appelees  cycles  sans  contact  (75). 

II  est  facile  de  comprendre  Pimportance  de  la  determination  des  cycles  sans 
contact;  on  voit  aisement  en  effet  qu’une  courbe  definie  par  Pequation  (i)  ne 
peut  rencontrer  un  pared  cycle  en  plus  d’un  point.  Si  done  on  imagine  un  point 
mobile  decrivant  notre  courbe,  des  qu’il  sera  sorti  d’un  cycle  sans  contact,  il  n’y 
pourra  plus  rentrer.  En  d’autres  termes,  si  ce  point  a  occupe  une  fois  une 
position  donnee,  il  ne  pourra  plus  jamais  y  revenir,  ni  meme  revenir  dans  le 
voisinage  immediat  de  cette  position.  Les  coordonnees  du  point  n’oscilleront 
pas  entre  certaines  limites  et  ne  pourront  etre  representees  par  des  series  trigo- 
nometriques,  de  sorte  que,  si  Ton  voulait  appliquer  a  la  trajectoire  de  ce  point 
mobile  le  meme  langage  qu’emploient  les  astronomes  pour  les  orbites  des  pla- 
nefces,  il  faudrait  dire  que  1’orbite  de  ce  point  est  instable. 

Outre  les  cycles  sans  contact,  il  y  a  un  autre  genre  de  courbes  fermees  qui 
jouent  un  role  capital  dans  cette  theorie:  ce  sont  les  cycles  limites.  J’appelle 
ainsi  les  courbes  fermees  qui  satisfont  a  notre  equation  differentielle  et  dont  les 
autres  courbes  definies  par  la  meme  equation  se  rapprochent  asymptotiquement 
sans  jamais  les  atteindre.  Cette  seconde  notion  n’est  pas  moins  importante  que 
la  premiere.  Supposons  en  effet  que  Ton  ait  trace  un  cycle  limite;  il  est  clair 
que  le  point  mobile  dont  nous  parlions  plus  baut  ne  pourra  jamais  le  franchir 
et  qu’il  restera  toujours  a  l’interieur  de  ce  cycle,  ou  toujours  a  l’exterieur,  13 
est  vrai  que  les  cycles  limites  sont  en  general  des  courbes  transcendantes  qu’on 
ne  saurait  tracer  exaetement.  Mais  on  peut  souvent  tracer  deux  courbes  alge- 
briques  fermees,  concentriques  Pune  a  Paufcre,  determinant  une  sorte  d’anneau, 
de  telle  fa^on  qu’on  peut  distinguer  dans  le  plan  trois  x'egions,  l’interieur  de 
l’anneau,  la  region  annulaire  et  1’exterieur  de  l’anneau.  Supposons  que  l’on  ait 
demontre  d’une  maniere  quelconque  que  le  cycle  limite  se  trouve  dans  la  region 
annulaire;  on  sera  certain  alors  que,  si  notre  point  mobile  est  a  l’interieur  de 
l’anneau,  il  ne  pourra  jamais  aller  a  l’exterieur  de  cet  anneau.  On  peut  done, 
malgre  V instability  de  ce  point  mobile,  assignor  des  limites  superieures  a  ses 
coordonnees. 

Je  reconnus  ensuite  qu’on  pouvait  dans  tous  les  cas  sillonner  le  plan  par 
une  infinite  de  courbes  fermees,  s’enveloppant  mutuellement  et  rappelant  par 
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leur  forme  et  leur  disposition  les  eourbes  de  niveau  d’un  plan  topograpbique. 
Pour  poursuivre  cette  comparaison,  je  dirai  que,  dans  ce  plan  topographique,  les 
sommets  et  les  fonds  seraient  representes  par  les  noeuds  et  les  foyers,  et  les  cols 
par  les  points  singuliers  que  j’ai  appeles  plus  haut  de  ce  nom.  Parmi  ces  cour- 
bes  fermees,  les  unes  sont  des  cycles  sans  contact,  les  autres  sont  des  cycles 
limites.  A  part  ces  cycles  limites,  les  eourbes  definies  par  notre  equation  diffe- 
rentielle  sont  des  spirales  se  rapprochant  asymptotiquement  des  points  singuliers 
et  des  cycles  limites. 

Apres  avoir  demontre  que  le  nombre  des  cycles  limites  est  fini,  sauf  dans 
certains  cas  exceptionnels,  j’ai  donne  une  methode  generale  pour  determiner  ce 
nombre  et  pour  tracer  des  regions  annulaires  dans  lesquelles  se  trouve  un  cycle 
limite,  et  un  seul. 

A  la  fin  du  Memoire,  j’ai  donne  plusieurs  exemples  duplications  de  cette 
methode.  Je  citerai  seulement  le  dernier  de  ces  exemples,  celui  de  Tequation 

_  dx  dy 

—  y  +  x(x2  +  y2  — 2X — 3)  (#a  +  y*  —  2X —  8)  x  -f  y(x2  +  y2  —  2X — 3)  (x2  +  y2 — 2X — 8) 

J’ai  divise  le  plan  en  quatre  regions,  limitees  par  les  trois  cercles1 

(2)  x2+y2  =  1,  x2  +  y2  =*  2x  +  5,5,  x2-\-y2  =  i6, 

qui  s’enveloppent  mutuellement.  De  ces  quatre  regions,  la  deuxieme  et  la  troi¬ 
sieme  contiennent  un  cycle  limite  et  n’en  contiennent  qu’un,  les  deux  autres 
n’en  contiennent  pas.  II  suit  de  la  que  si,  a  Torigine  des  temps,  notre  point 
mobile  est  a  Tinterieur  du  premier  des  cercles  (2),  il  ne  pourra  jamais  sortir  du 
second  et  que,  s’il  est  a  Tinterieur  du  second,  il  ne  pourra  jamais  sortir  du 
troisi&me. 

Il  y  a  un  cas  particulier  qui  merite  de  fixer  1’attention,  bien  quJil  ne  se 
presente  que  tres  exceptionnellement:  e’est  celui  ou  toutes  les  eourbes  definies 
par  Inequation  (1)  sont  des  eourbes  fermees  qui  s’enveloppent  mutuellement  a  la 
faijon  des  eourbes  de  niveau  d’un  plan  topograpbique.  C’est  la  le  seul  cas  ou, 
pour  employer  de  nouveau  une  comparaison  empruntee  a  TAstronomie,  le  point 
mobile  dont  il  a  ete  question  plus  haut  a  une  orbite  stable.  C’est  le  seul  cas, 
en  effet,  ou  Ton  ne  puisse  pas  sillonner  le  plan  de  cycles  sans  contact  (76). 


1  De  telle  faqon  que  la  premiere  region  soit  interieure  au  premier  des  cercles  (2),  la 
deuxieme  comprise  entre  le  premier  efc  le  deuxieme  de  ces  cercles,  la  troisieme  comprise  entre 
le  deuxieme  et  le  troisieme,  et  la  quatrieme  region  exterieure  au  troisieme  cercle. 
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Pour  que  ce  cas  particulier  se  presente,  il  faut  une  infinite  de  conditions, 
et  Ton  pourrait  croire  d’abord  qu’il  est  impossible  de  reconnaitre  si  elles  sont 
toutes  remplies  a  la  fois.  Cela  est,  au  contraire,  le  plus  souvent  tres  facile,  et 
Ton  demontre  a  'priori  que  ces  conditions  doivent  etre  toutes  satisfaites,  dans 
un  certain  nombre  de  cas,  et,  en  particulier,  quand  on  a 

dX  dY_ 
dx  dy 

J’ai  applique  ces  principes  a  une  equation  differentielle  reneontree  par  De¬ 
launay  dans  la  theorie  de  la  Lune. 

J’abordai  ensuite  (20,  76)  l’etude  des  equations  du  premier  ordre  et  de 
degre  superieur  de  la  forme  suivante 


(3) 


F  designant  un  polynome  entier  en  x,  y  et  Pour  etudier  plus  facilement 

cette  equation,  j’emploie  trois  variables  auxiliaires  £,  r4,  C,  liees  aux  variables 

primitives,  de  telle  fa$on  que  x,  y  et  soient  des  fonctions  rationnelles  de 

ct  x 


rj  et  et  je  considere  ces  trois  variables  eomme  les  coordonnees  d’un  point 
dans  l’espace.  L’equation  (3)  signifie  alors  que  ce  point  est  situe  sur  une  cer- 
taine  surface  algebrique.  J’ai  soin  de  eboisir  mes  nouvelles  variables,  de  telle 
fa<jon  que  cette  surface  n’ait  pas  de  nappes  infinies  et  se  reduise  a  un  certain 
nombre  de  nappes  fermees.  J’envisage  en  particulier  une  de  ces  nappes,  que 
j’appelle  S.  Grace  aux  conventions  faites,  par  chaque  point  non  singulier  de  S 
passera  une  courbe  definie  par  l’equation  (3)  et  une  seule.  Quant  aux  points 
singuliers,  ils  se  subdivisent  en  cols,  en  foyers,  ne  nceuds  et  en  centres  et 
jouissent  des  m£mes  proprietes  que  les  points  que  j’ai  appeles  plus  haut  de  ces 


no  ms. 


Une  notion  qui  joue  ici  un  role  capital,  e'est  le  genre  de  la  nappe  S .  Je 
dirai  que  cette  nappe  est  de  genre  o,  si  elle  est  convexe  a  la  fa^on  d’une  sphere; 
de  genre  1,  si  elle  presente  un  trou  a  Ja  facjon  d’un  tore;  de  genre  2,  si  elle  pre¬ 
sente  deux  trous,  etc. 


J’ai  demontre  une  relation  tres  simple  entre  le  genre  de  cette  nappe  et  le 
nombre  des  cols,  des  foyers  et  des  noeuds  qui  s5y  trouvent.  C’est  la  generalisa¬ 
tion  d’une  relation  dont  j’ai  parle  plus  haut  et  qui  s’applique  aux  equations  du 
premier  ordre  et  du  premier  degre. 
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La  suite  de  la  discussion  est  d’ailleurs  tout  a  fait  la  meme  que  pour  les 
courbes  definies  par  l’equation  (i),  c’est-a-dire  par  une  equation  du  premier 
degre.  La  nappe  8  est  sillonnee  d’une  infinite  de  courbes  fermees,  qui  sont  des 
cycles  sans  contact  ou  des  cycles  limites;  il  y  a  toutefois  une  difference  essen- 
tielle  sur  laquelle  je  desirerais  appeler  l’attention.  Supposons,  par  exemple, 
que  la  nappe  S  soit  un  tore  et  qu’un  cercle  meridien  de  ce  tore  soit  un  cycle 
sans  contact;  contrairement  a  ce  que  nous  avons  remarque  dans  le  cas  des 
equations  du  premier  degre,  rien  ne  s’oppose  a  ce  qu’une  courbe  definie  par 
notre  equation  differentielle  vienne  couper  ce  cercle  meridien  en  plusieurs  points 
et  meme  en  une  infinite  de  points.  Si  cela  arrive  et  qu’un  point  mobile  decrive 
cette  courbe  en  partant  d’une  position  initiale  donnee,  il  finira  toujours  par 
revenir  dans  une  position  aussi  voisine  qu’on  le  voudra  de  cette  position 
initiale.  On  pourra  done  dire  que  ce  point  mobile  decrit  une  trajectoire  stable . 

Ainsi  la  stability  qui,  lorsqu’il  s’agissait  des  equations  du  premier  degre, 
ne  se  presentait  que  dans  des  cas  tres  particuliers,  n’est  plus  une  exception 
quand  il  s’agit  d’equations  de  degre  superieur. 

D’ailleurs  les  points,  en  nombre  infini,  ob  le  point  mobile  vient  successive- 
ment  rencontrer  le  cercle  meridien,  jouissent  d’une  propriete  arithmetique  inat- 
tendue. 

Appelons  q  un  certain  nombre  incommensurable  ;  appelons  Mi  le  point  ou 
le  point  mobile  vient  rencontrer  pour  la  fois  le  cercle  meridien.  Cherchons 
dans  quel  ordre  circulaire  ces  points  Mi  se  rencontrent  sur  ce  cercle.  Get  ordre 
sera  le  meme  que  celui  des  nombres  ui  —  E(ai). 

Passons  maintenant  (23,  77)  aux  equations  du  second  ordre,  que  j’ecrirai 
sous  la  forme  suivante 

,  \  dx  du  dz 

(4)  T-T-T’ 

X,  Y  et  Z  designant  des  polynomes  entiers  en  x,  y  et  z,  et  les  variables  x ,  y  et 
z  etant  regardees  comme  les  coordonnees  d’un  point  dans  l’espace.  Nous  pou- 
vons  alors  etudier  les  courbes  qui  satisfont  a  ces  equations  et  que  j’appellerai 
les  courbes  (7,  et  nous  verrons  que  par  chaque  point  de  l’espace  vient  passer 
une  courbe  0  et  une  seule,  si  toutefois  on  excepte  les  points  singuliers,  c’est-a- 
dire  les  points  d’interseetion  des  trois  surfaces 

(5)  X-O,  r  =  o,  Z^=o. 

L’etude  de  ces  points  singuliers  s’imposait  tout  d’abord.  Je  reconnus  qu’il 
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y  en  a  de  quatre  sortes  (sans  parler  des  points  singuliers  que  ne  se  rencontrent 
que  trfes  exeeptionnellement,  par  exemple,  les  centres): 

i°.  Les  noeuds,  ou  viennent  converger  toutes  celles  des  courbes  C  qui  pas- 
sent  assez  pres  du  point  singulier; 

2°.  Les  cols ,  ou  viennent  converger  une  infinite  de  ees  courbes  dont  l’en- 
semble  forme  une  surface  et  ou  passe,  en  outre,  une  autre  courbe  satisfaisant  a 
Fequation  et  non  situee  sur  cette  surface; 

3°.  Les  foyers ,  ou  passe  une  courbe  C  et  une  seule,  pendant  que  les  autres 
courbes  se  rapprochent  asymptotiquement  du  point  singulier  a  la  fa<jon  des 
spi  rales; 

4°.  Les  cols  foyers ,  par  lesquels  passe  une  courbe  C  et  une  seule,  pendant 
qu’une  infinite  d’ autres,  dont  Pensemble  forme  une  surface,  se  rapprochent 
asymptotiquement  du  point  singulier. 

J’ai  etudie  egalement  le  cas  ou  les  trois  surfaces  (5)  out  une  courbe  com¬ 
mune  qui  devient  alors  une  ligne  singulier e.  J’ai  reconnu  que  les  different^ 
points  d’une  ligne  singuliere  ont  des  proprietes  analogues  a  celles  des  points 
singuliers  ordinaires  dont  nous  venons  de  parler. 

Dans  le  cas  des  equations  du  premier  ordre,  nous  avons  trouve  une  rela¬ 
tion  entre  les  nombres  des  points  singuliers  des  diverses  especes.  II  n’en  existe 
pas  de  pareille  pour  les  equations  du  second  ordre.  Une  analyse  approfondie 
montre  qu’il  doit  y  en  avoir  pour  toutes  les  equations  d’ordre  impair,  et  qu’au 
contraire  les  equations  d’ordre  pair  n’en  possedent  pas. 

Neanmoins  un  assez  grand  nombre  de  proprietes  des  equations  du  premier 
ordre  s’etendent  a  celles  du  second.  Les  surfaces  sans  contact  sont  tout  a  fait 
analogues  aux  cycles  sans  contact,  et  Ton  peut  demontrer,  par  exemple,  qu’a 
l’interieur  de  toute  surface  sans  contact  (si  elles  ne  sont  pas  triplement  connexes) 
il  y  a  toujours  des  points  singuliers. 

On  a  vu,  plus  haut,  que  c’est  l’etude  des  points  singuliers  des  equations 
du  premier  ordre  qui  nous  a  fait  connaitre  les  principales  proprietes  des  courbes 
definies  par  ces  equations;  au  contraire,  la  theorie  des  points  singuliers  des 
equations  du  second  ordre  ne  saurait  suffire  a  elle  seule  pour  nous  faire  pene- 
trer  aussi  profondement  dans  la  connaissance  des  courbes  C.  II  faut  introduire, 
en  outre,  une  notion  nouvelle  qui  joue,  dans  une  certaine  mesure,  le  meme  role 
que  les  points  singuliers.  Soient  C0  une  courbe  fermee  quelconque  satisfaisant 
a  notre  equation,  et  D  un  domaine  comprenant  tous  les  points  suffisamment  voi- 
sins  de  C0 ;  nous  pouvons  etudier  la  forme  et  la  disposition  generale  des  courbes 
C  a  l’interieur  de  ce  domaine.  On  reconnait-ra  ainsi,  independamment  d’un 
grand  nombre  de  cas  moins  importants,  quatre  cas  principaux,  qui  sont  les 
suivants: 
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i°.  On  peut  faire  passer  par  la  courbe  C0  deux  surfaces  que  Ton  peut  sil- 
lonner  par  une  infinite  de  courbes  G  satisfaisant  aux  equations  (4).  Les  autres 
courbes  <7,  apres  etre  entrees  dans  le  domaine  D  et  s’etre  rapproehees  de  O0, 
s’en  eloignent  ensuite  et  finissent  par  sortir  du  domaine.  Je  n’ai  rien  a  ajouter 
sur  ce  premier  cas,  qui  nous  apprend  peu  de  chose  sur  les  proprietes  de  nos  courbes. 

2°.  On  peut  eonstruire  une  surface  S  presentant  une  forme  annulaire  ana¬ 
logue  a  celle  du  tore,  et  a  l’interieur  de  laquelle  se  trouve  la  courbe  (70J  de  la 
meme  fa^on  que  le  cercle,  lieu  des  centres  des  cercles  meridiens,  se  trouve  a 
Finterieur  d’un  tore.  De  plus,  cette  surface  S  n’est  tangente  en  aucun  point,  a 
aucune  des  courbes  C :  c’est  une  surface  sans  contact.  Considerons  un  point 
mobile  decrivant  une  courbe  (7;  des  qu’il  sera  sorti  de  la  surface  S}  il  n’y  pourra 
plus  rentrer;  nous  avons  done  instability  et  eela  semble  etre  ici  le  eas  general. 

30.  On  peut  eonstruire  une  surface  8  analogue  a  celle  dont  nous  venons 
de  parler;  mais  elle  ne  sera  pas  une  surface  sans  contact,  elle  sera  au  contraire 
sillonnee  par  une  infinite  de  courbes  C.  Alors,  si  notre  point  mobile  est  situe 
sur  la  surface  S,  il  y  restera  toujours;  de  plus,  s’il  part  d’une  position  initiale 
quelconque,  il  finira  toujours  par  revenir  aussi  pres  que  F on  veut  de  cette  posi¬ 
tion.  Son  orbite  est  done  stable. 

40,  Dans  le  quatrieme  cas  enfin,  le  point  mobile  peut  aller  aussi  pres  que 
Fon  veut  d’un  point  quelconque  du  domaine  D,  et,  s’il  part  d’une  position  ini¬ 
tiale  donnee,  il  finira  toujours  par  revenir  aussi  pres  que  Fon  veut  de  cette 
position.  Dans  ce  sens,  il  y  a  done  siabilite ,  et  la  demonstration  de  cette  stabi¬ 
lity  serait  complete,  si  Fon  savait  assigner  des  limites  aux  coordonnees  du  point 
mobile. 

Malheureusement,  mes  methodes  ne  me  permettent  presque  jamais  de  distin- 
guer  le  troiseme  cas  du  quatrieme,  ni,  dans  le  quatrieme,  de  trouver  les  limites 
entre  lesquelles  les  coordonnees  du  point  mobile  restent  comprises.  C’est  la  une 
lacune  importante  que  jusqu’ici  j’ai  vainement  essaye  de  combler. 

Ce  troisieme  et  ce  quatrieme  cas  ne  se  presentent  que  si  X ,  Y  et  Z  satis- 
font  a  une  infinite  de  conditions,  de  sorte  qu’ils  sem blent  d’abord  tres  excep- 
tionnels.  Ils  ont  neanmoins  une  grande  importance  pratique.  On  peut  d’ailleurs 
demontrer  qu’ils  se  presenteront  toujours  si  le  dernier  multiplicateur  M,  defini 
par  Fequation 

d(MX)  d(MY)  d(MZ)  _ 
dx  +  dy  +  dz  °5 

est  toujours  uniforme  et  positif  dans  le  domaine  considere.  Or  cette  circon- 
stance  se  rencontre  preeisement  dans  la  plupart  des  applications. 
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Pour  etendre  les  resultats  precedents  aux  equations  d’ordre  superieur  au  se¬ 
cond,  il  faut  renoneer  a  la  representation  geometrique  qui  nous  a  ete  si  com¬ 
mode,  a  moins  d’employer  le  langage  de  Phypergeometrie  a  n  dimensions.  Mais 
ce  langage  est  si  peu  familier  a  la  plupart  des  geometres  qu’on  perdrait  ainsi 
les  principaux  avantages  que  l’on  peut  attendre  de  la  representation  en  question. 
Les  resultats  n’en  subsistent  pas  moins,  et  Ton  retrouve  les  quatre  cas  dont  nous 
avons  parle  plus  haut.  Ce  qu’il  y  a  de  remarquable,  c’est  que  le  troisieme  et  le 
quatrieme  cas,  c’est-a-dire  ceux  qui  correspondent  a  la  stabilite.  se  rencontrent 
precisement  dans  les  equations  generates  de  la  Dynamique.  Cette  circonstance 
doit  nous  faire  d’autant  plus  desirer  de  voir  se  combler  la  lacune  que  j’ai  sig- 
nalee  plus  haut. 

Pour  aller  plus  loin,  il  me  fallait  ereer  un  instrument  destine  a  remplacer 
l’instrument  geometrique  qui  me  faisait  defaut  quand  je  voulais  penetrer  dans 
Pespace  a  plus  de  trois  dimensions.  C’est  la  principale  raison  qui  m’a  engage  a 
aborder  Petude  de  P Analysis  Situs;  mes  travaux  a  ce  sujet  seront  exposes  plus 
loins  dans  un  paragraphe  special. 

J’ai  poursuivi  ensuite  rues  recherches  sur  les  courbes  definies  pas  les  equa¬ 
tions  differentielles,  mais  les  resultats  nouveaux  que  j’ai  obtenus  se  rapportant 
avant-  tout  a  la  Mecanique  Celeste  seront  exposes  dans  la  Quatrieme  Partie  de 
cette  Notice. 


DEUXIEME  PARTIE. 

THEORIE  DES  FONCTIONS. 


VI.  Theorie  generale  des  fonctions  d’une  variable. 

(14,  29,  33,  35,  44,  85,  87,  100,  201,  218). 

La  theorie  des  fonctions  d’une  seule  variable  complexe  a  fait  dans  ces  der- 
niers  temps  des  progres  considerables,  grace  aux  travaux  de  M.  Weierstrass  et 
de  M.  Mittag-Lepfler. 

Ges  fonctions  peuvent  se  repartir  en  trois  classes:  i°  fonctions  uniformes 
existant  dans  toute  Fetendue  du  plan;  2°  fonctions  uniformes  a  espaces  lacunaires, 
c’est-a-dire  n’existant  pas  dans  toute  Fetendue  du  plan;  30  fonctions  non  uni¬ 
formes. 

Parmi  les  fonctions  de  la  premiere  classe,  les  plus  importantes  sont  les 
fonctions  entieres,  c’est-a-dire  celles  qui  peuvent  se  developper  suivant  les  puis¬ 
sances  de  x ,  en  series  toujours  convergentes.  M.  Weierstrass  a  fait  voir  qu’une 
pareille  fonction  peut  toujours  se  decomposer  en  un  produit  d’une  infinite  de 

facteurs  primaires.  Un  facteur  primaire  de  genre  n  est  le  produit  |i — -j  eP(a:), 

P  (x)  etant  un  polynome  entier  de  degre  n.  Une  fonction  de  genre  n  est  une 
fonction  entiere  dont  tous  les  facteurs  primaires  sont  de  genre  inferieur. 

Cette  classification  des  fonctions  enti&res  en  genres  souleve  un  grand 
nombre  de  problemes  interessants.  J’ai  voulu  contribuer  (87)  a  la  solution  de 
ces  problemes  en  etudiant  la  maniere  dont  une  fonction  de  genre  n  se  comporte 
a  Finfini  et  la  rapid ite  avec  laquelle  decroissent  les  coefficients  de  son  develop- 
pement  suivant  les  puissances  de  x .  Je  suis  arrive  ainsi  aux  resultats  suivants: 

x°.  Si  F(x)  est  une  fonction  de  genre  n  et  si  le  module  de  x  croit  inde- 
finiment  avec  un  argument  tel  que  eax7l+l  tende  vers  o,  le  produit  F  (x)  eax7lJtl 
tend  aussi  vers  o. 


Acta  mathematical  38.  Imprime  le  27  mars  1913. 
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2°.  L’integrale 

00 

J  e<*'>n+l  F(z)dz 

0 

represente  une  fonction  entiere  de 

OCi 

3°.  Si  Ap  est  le  coefficient  de  xp  dans  le  developpement  de  F  (*),  on  a 

n+1 

lim  Ap  V/p!  =  o  (pour  p  =  cc). 

4°.  Si  F  (x)  est  une  fonction  de  genre  o,  elle  est  susceptible  d’etre  repre¬ 
sentee  par  la  serie  d’Abel  etudiee  par  M.  Harphen  dans  le  tome  X  du  Bulletin 
de  la  Societe  mathematique  de  France ,  et  cela  quelle  que  soit  la  const-ante  /?. 

Malheureusement  les  reciproques  de  ces  propositions  ne  sont  pas  toujours 
vraies.  II  est  aise  de  voir  la  raison  pour  laquelle  il  est  impossible  de  trouver 
un  critere  infaiilible,  donnant  les  conditions  necessaires  et  suffisantes  pour  qu’une 
fonction  soit  du  genre  n ,  En  effet,  la  classification  des  fonctions  en  genres  se 
rattaclie  tres  etroitement  a  la  theorie  de  la  convergence  des  series.  II  y  a  done 
toujours,  ainsi  que  l’a  montre  M.  Hadamard  des  cas  douteux  ou  Ton  peut 
hesiter  entre  le  genre  n  et  n  +  i.  Mais  M.  Hadamard  a  montre  quel  parti  on  peut 
tirer  de  ces  reciproques  malgre  les  restrictions  auxquelles  eiies  sont  soumises. 

Pour  qu’une  fonction  dont  les  zeros  sont,  par  ordre  de  module  croissant, 

>  a 2 ,  *  •  • )  dp?  *  *  *  > 

soit  de  genre  n)  la  premiere  condition  et  la  plus  importante,  e’est  que  la  serie 

a"+1  a"+l  a”*1 

soit  convergente.  Or  il  n’y  a  point  de  critere  de  la  convergence  d’une  serie 
pouvant  s’appliquer  a  tous  les  cas.  C’est  pour  cela  qu’il  n’y  a  pas  non  plus 
de  critere  permettant  de  reeonnaitre  dans  tous  les  cas  si  une  fonction  est  du 
genre  n . 

Outre  les  fonctions  entieres,  la  premiere  classe  comprend :  i°  les  fonctions 
qui  ont  des  poles;  2°  celles  qui  ont  un  nombre  fini  de  points  singuliers  essen- 
tiels;  3°  celles  qui  en  ont  un  nombre  infini  parmi  lesquels  on  peut  trouver  des 
points  singuliers  isoles  (j’appelle  ainsi  les  points  singuliers  autour  desquels  on 
peut  tracer  un  cercle  assez  petit  pour  ne  contenir  aucun  autre  point  singulier); 
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4°  cedes  qui  ont  une  ligne  singuliere;  50  celles  qui,  ayant  un  nombre  infini  de 
points  singuliers,  mais  n’ayant  pas  de  lignes  singulieres,  n’ont  cependant  pas  de 
points  singuliers  isoles.  (Les  Allemands  disent  alors  que  les  points  singuliers 
torment  tine,  perfecte  Menge.)  J’ai  donne,  pour  la  premiere  fois,1  un  exemple 
de  fonctions  de  cette  derniere  categorie;  ee  sont  les  fonctions  fuchsiennes  qui 
existent  dans  toute  l’etendue  du  plan.  En  appliquant  un  theoreme  de  M.  Pi¬ 
card,  on  peut  voir  en  effet  que  ces  fonctions  ne  peuvent  avoir  des  points  singu¬ 
liers  isoles. 

Passons  maintenant  a  la  deuxieme  classe,  celle  des  fonctions  a  espaces  lacu- 
naires  signalees  pour  la  premiere  fois  par  M.  Weiestrass.  J’ai  ete  conduit  par 
deux  voies  differentes  (100)  a  m’occuper  de  ces  fonctions.  En  premier  lieu  les 
fonctions  fuchsiennes  et  kleineennes  n’existent  en  general  qu’a  Finterieur  d’un 
cercle  ou  d’un  domaine  plus  complique;  elles  me  fournissaient  done  un  exemple 
de  fonctions  a  espaces  lacunaires.  Les  resultats  de  ma  these  inaugurale  me  con- 
duisaient  egalement  a  des  fonctions  presentant  des  lacunes.  Si  Fon  veut  bien 
en  effet  se  reporter  au  paragraphe  que  j’ai  intitule  GSneralites  sur  les  equations 
differentielles  et  a  l’equation  (4)  de  ce  paragraphe,  on  verra  que  cette  equation 
(4)  n’a  d’integrale  holomorphe  que  si  le  polygone  convexe,  qui  contient  tous  les 
points  representatifs  des  differentes  racines  d’une  certaine  equation  algebrique, 
ne  contient  pas  l’origine.  Cela  ne  pourrait.  pas  arriver,  si  Fintegrale  holomorphe 
de  F  equation  (4),  consider  ee  comme  fonction  des  racines  de  cette  equation  algebrique, 
n’etait  une  fonction  a  espace  lacunaire. 

Cette  remarque  m’a  fait  decouvrir  toute  une  classe  de  fonctions  presentant 
des  lacunes.  Voici  quel  est  leur  mode  de  generation.  On  pose 

en  supposant  que  la  serie  2An  soit  absolument  convergente  et  que  les  points 
bn  soient  interieurs  a  un  certain  domaine  D  ou  situes  sur  le  contour  de  ce  do¬ 
maine,  et  cela  de  telle  fa<jon  que,  si  Fon  prend  sur  ce  contour  un  arc  quel- 
conque  et  aussi  petit  qu’on  voudra,  il  y  ait  toujours  sur  cet  arc  une  infinite  de 
points  6n. 

La  fonction  ep{x)  est  alors  une  fonction  uniforme  admettant  le  domaine  D 
comme  espace  lacunaire.  Comme  exemple  particular,  j’ai  cite  la  serie 


1  Fonctions  fuchsiennes  (passim). 
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,  .  X*  um  vn  wp 
(p(x)=  2j - : - o  ’ 

^  ma  -+  +  py 

m  +  n  +  p 

ou  v,  w;  sont  des  constantes  donnees,  de  module  inferieur  a  i,  ou  a,  ft,  y  sont 
des  constantes  imaginaires  quelconques  et  ou  m,  n  et  p  peuvent  prendre  sous 
le  signe  2  tous  les  systemes  de  valeurs  entieres  et  positives. 

La  fonction  cp(x)  a  alors  pour  espace  lacunaire  le  triangle  ccfiy. 

II  importe  de  se  rendre  compte  de  la  veritable  nature  de  ces  fonctions  a 
espaces  lacunaires.  II  arrive  souvent  que  les  developpements  en  series,  a  termes 
rationnels  par  exemple,  sont  convergents  a  la  fois  a  Pinterieur  et  a  Pexterieur 
de  ce  domaine  et  ne  divergent  que  sur  le  contour  meme  du  domaine.  Les  deux 
parties  du  plan  oil  la  serie  converge  sont  alors  completement  separees  par  une 
ligne  le  long  de  laquelle  le  developpement  cesse  d’etre  valable.  Doit-on  cepen- 
dant  considerer  les  deux  fonctions  representees  par  le  developpement  a  Pinterieur 
et  a  Pexterieur  du  domaine  comme  le  prolongement  analytique  Pune  de  l’autre? 
Plusieurs  geometres  etaient  autrefois  tentes  de  le  croire.  M.  Weierstrass  a 
montre  pour  la  premiere  fois  que  leur  point  de  vue  etait  faux,  en  donnant  des 
exemples  de  series  qui  representent  dans  des  domaines  differents  des  fonctions 
manifestement  differentes.  J’en  ai  moi-m6me  rencontre  un  exemple  dont  je  veux 
ici  dire  un  mot.  Certains  developpements  qui  representent  a  Pinterieur  du  cercle 
fondamental  une  de  ces  fonctions  que  j’ai  appelees  plus  haut  theta fuchsiennes 
representent  o  a  Pexterieur  de  ce  cercle. 

J’ai  voulu  donner  (35)  un  argument  nouveau  a  Pappui  de  la  maniere  de  voir 
de  Weierstrass.  Considerons  une  fonction  F {x)  admettant  un  domaine  D 
comme  espace  lacunaire,  et  une  autre  fonction  Fx(x)  n’existant  au  contraire 
qu’a  Pinterieur  de  ce  domaine  et  admettant  par  consequent  tout  le  reste  du 
plan  comme  espace  lacunaire.  Divisons  le  contour  du  domaine  D  en  deux  arcs 
A  et  B.  J’ai  demontre  qu’on  pouvait  trouver  deux  fonctions  uniformes  &(x) 
et  Ox  (x)  existant  dans  tout  le  plan  et  admettant  seulement,  la  premiere  A,  la 
seconde  B  comme  ligne  singuli&re;  et  cela  de  telle  sorte  que 

(I)  4-  d)x  =  F  a  Pexterieur  de  D, 

(D  -f  </)t  =  Fx  k  Pinterieur  de  D. 

Si  la  fonction  F  avait  un  prolongement  analytique  naturel  a  Pinterieur  de 
D ,  ce  prolongement  devrait  6tre  Fx ;  mais  nous  avons  choisi  cette  fonction  Ft 
(Tune  maniere  tout  a  fait  arhitraire ,  en  Passu jettisant  seulement  a  n’exister  qu’a 
Pinterieur  de  D.  II  est  done  denue  de  sens  de  parler  du  prolongement  naturel 
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d’une  fonction  a  l’interieur  d’un  de  ses  espaces  lacunaires.  J’avais  en  meme 
temps  ramene  l’etude  des  fonctions  a  espaces  lacunaires  a  celle  des  transcendan- 
tes  uniformes  a  ligne  sin  gull  ere  essentielle.  Je  suis  revenu  sur  la  m§me  ques¬ 
tion  dans  un  memoire  plus  etendu  (201). 

La  theorie  des  fonctions  non  uniformes  est  loin  d’etre  aussi  avancee  que 
celle  des  fonctions  uniformes.  J’ai  montre  d’abord  (218)  que  le  nombre  de  leurs 
determinations  s’il  est  infini  est  de  la  ifere  puissance  au  sens  de  Cantor. 

Quoiqu’on  connaisse  assez  bien  la  maniere  d’etre  de  ces  fonctions  non  uni¬ 
formes  dans  le  voisinage  d'un  point  donne ,  quoique  Introduction  des  surfaces  de 
Riemann  ait  jete  beaucoup  de  lumiere  sur  les  parties  encore  obscures  de  leur 
theorie,  il  y  a  encore  bien  de  progres  a  faire  avant  de  connaitre  leurs  princi- 
pales  proprietes.  J’etais  done  anime  du  desir  de  ramener  leur  etude  a  celle  des 
transcendantes  uniformes.  La  theorie  des  fonctions  fuchsiennes  me  rapprochait 
deja  du  but;  j’avais  demontre,  en  effet,  que  si  f{x}  y)  =  o  est  l’equation  d’une 
courbe  algebrique  quelconque,  on  peut  choisir  un  parametre  z  de  telle  fa^on  que 
x  et  y  soient  des  fonctions  uniformes  de  ce  parametre.  J’avais  ainsi  resolu  le 
probleme  pour  les  plus  simples  des  fonctions  non  uniformes,  c’esLa-dire  pour  les 
fonctions  algebriques. 

J’etais  done  (85)  naturellement  porte  a  me  demander  si  cette  propriete  est 
particuliere  aux  fonctions  algebriques,  ou  si  Ton  peut  l’etendre  a  une  fonction 
non  uniforme  quelconque.  J’ai  pu  repondre  a  cette  question  et  demontrer  le 
theoreme  tres  general  suivant: 

Soit  une  fonction  analytique  quelconque  de  x,  non  uniforme.  On  peut  toujour s 
tr ouver  une  variable  z}  telle  que  x  et  y  soient  fonctions  uniformes  de  z. 

Mon  point  de  depart  a  ete  la  demonstration  du  principe  de  Dirichlet  donnee 
par  M.  Schwarz.  Mais  ce  principe  n’aurait  pu  a  lui  seul  me  permettre  de  triom- 
pher  des  difficultes  qui  provenaient  de  la  grande  generalite  du  theoreme  a  de¬ 
montrer.  II  faut  d’abord  definir  la  surface  de  Riemann  a  une  infinite  de  feuil- 
lets  dont  je  cherche  a  faire,  sur  une  partie  du  plan,  la  representation  conforme. 
Je  choisis  cette  surface  de  fa<jon  qu’elle  soit  simplement  connexe,  que  tous  les 
points  singuliers  restent  en  dehors  de  la  surface  proprement  dite  et  se  trouvent 
pour  ainsi  dire  sur  sa  frontiere,  et  enfin  de  fa^on  que  la  fonction  y  ne  puisse 
prendre  deux  valeurs  differentes  en  un  meme  point  de  la  surface. 

Je  decoupe  une  portion  finie  R  de  cette  surface,  et  j’en  fais  sur  un  cercle 
la  representation  conforme,  ce  que  le  theoreme  de  M.  Schwarz  me  permet  de 
faire.  Cette  representation  se  fait  a  1’aide  d’une  certaine  fonction  analytique  u. 
Faisons  ensuite  croitre  indefiniment  la  region  R\  nous  aurons  la  representation 
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conforme  d’une  portion  de  plus  en  plus  etendue  de  notre  surface  de  Riemann. 
II  me  faut  alors  faire  voir  que  la  fonction  analytique  u  dont  je  parlais  plus  haut 
tend  vers  une  limite  finie  et  determinee.  Quand  cela  est  fait,  les  premieres  dif- 
ficultes  seules  sont  vaincues.  En  effet,  il  reste  a  demontrer  que  la  limite  de  la 
fonction  u  est  elle-meme  une  fonction  analytique.  Pour  cela,  il  faut  que  la  fonc¬ 
tion  analytique  u  tende  uniformement  vers  sa  limite  (gleichmassig),  ce  que  je 
suis  parvenu  a  demontrer. 

Ainsi ,  V etude  des  fonctions  non  uniformes  est  ramenee,  dans  tons  les  cas  pos¬ 
sibles,  d  V etude  bien  plus  facile  des  fonctions  uniformes. 

Je  rattacherai  a  ces  recherches,  relatives  aux  fonctions  d’une  variable,  les 
travaux  que  j’ai  consacres  a  l’etude  des  series  de  polynomes  (33,  83).  Et  en 
effet,  il  y  a  un  fait  qui  joue  un  role  tres  important  dans  la  theorie  des  fonc¬ 
tions:  c’est  que  les  regions  oil  une  fonction  quelconque  peut  etre  representee 
par  une  serie  de  puissances  sont  limitees  par  des  cercles.  On  peut  done  sup- 
poser  qu’on  pourra  tirer  un  profit  analogue  de  la  connaissance  des  regions  ou 
conviennent  des  developpements  d’autre  forme. 

J’ai  cherche,  en  particular,  les  conditions  de  convergence  des  series  dont 
le  nVeme  terme  est  un  coefficient  constant  multiplie  par  un  polynome  entier  Pn  {x) 
de  degre  n,  en  supposant  qu’il  y  ait  entre  un  certain  nombre  de  polynomes 
Pn  consecutifs  une  relation  de  recurrence.  Les  series  ordonnees  suivant  les  poly¬ 
nomes  de  Legendre  n’en  sont  evidemment  que  des  cas  particuliers.  J’ai  trouve 
que  les  regions  ou  ces  series  convergent  sont  limitees  par  certaines  courbes  de 
convergence  et  j’ai  determine  ces  courbes  en  remarquant  que  la  serie 

cosideree  comme  fonction  de  z ,  satisfait  a  une  equation  differentielle  lineaire 
dont  les  coefficients  sont  des  polynomes  entiers  en  z  et  en  x . 


VII.  Theorie  generate  des  fonctions  de  deux  variables.  (32,  67,  190). 

Il  semble  d’abord  que,  pour  etudier  les  fonctions  de  deux  variables,  il  suffit 
d’appliquer,  sans  y  rien  changer,  les  principes  qui  ont  servi  a  etablir  les  pro¬ 
priety  des  fonctions  d’une  seule  variable.  Il  n’en  est  rien;  il  y  a  entre  les  deux 
theories  des  differences  essentielles  et  l’on  ne  saurait  passer  de  l’une  a  l’autre 
par  une  simple  generalisation. 

Cette  difference  apparait  des  que  Fon  considere  les  polynomes  entiers  qui 
sont  decomposables  en  facteurs  s’il  n’y  a  qu’une  variable  et  ne  le  sont  plus  dans 
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le  cas  contra  ire.  Je  laisserai  de  cote  pour  le  moment  les  diffieultes  que  Y  on  a 
eprouvees  en  voulant  generaliser  la  theorie  des  residus  de  Cauchy,  car  j’y  veux 
consacrer  le  paragraphe  suivant.  J’insisterai  seulement  sur  un  exemple  qui  met 
bien  en  evidence  les  differences  dont  je  viens  de  parler:  c’est  l’etude  des  fonc- 
tions  meromorphes  dans  tout  le  plan,  c’est-a-dire  des  transcendantes  qui  ne  pre- 
sentent  a  distance  finie  d’autres  singularity  que  des  infinis. 

On  sait  que  M.  Weierstrass  a  demontre  que,  si  une  fonction  d’une  seule 
variable  est  meromorphe  dans  tout  le  plan,  elle  peut  etre  regardee  comme  le 
quotient  de  deux  fonctions  entieres.  Pour  arriver  a  ce  resultat,  le  celebre  geo¬ 
metre  de  Berlin  construit  une  fonction  entiere  qui  s’annule  pour  tous  les  infinis 
de  la  fonction  meromorphe  donnee.  Le  produit  des  deux  fonctions,  ne  devenant 
plus  infini,  est  une  fonction  entiere.  Pour  construire  la  transcendante  en  ques¬ 
tion,  il  faut  considerer  separement  les  differents  infinis  de  la  fonction  mero¬ 
morphe  donnee. 

La  methode  de  M.  Weierstrass  parait  done,  au  premier  abord,  ne  pas 
pouvoir  s’etendre  aux  fonctions  de  deux  variables,  dont  les  infinis  sont  non  plus 
des  points  isoles,  mais  des  multiplicites  continues,  et  ne  peuvent  par  consequent 
etre  envisages  separement.  Aussi  les  geometres  qui  tentaient  de  generaliser  le 
theoreme  de  M.  Weierstrass  ont-ils  ete  longtemps  arr^tes  (32,  67). 

J’eus  l’idee  de  tourner  la  difficulte  en  generalisant  la  notion  de  fonction 
de  deux  variables.  Soit  en  effet  V  4-  iW  une  fonction  des  variables  imaginaires 
x  +  iy  et  z  +  it.  La  par  tie  reelle  V  satisfera  a  T  equation 


d2  V  d2V  d2V  d2 
dx 2  +  dy 2  +  dz 2  +  dt2  ”  0 


Mais  cette  condition  n’est  pas  suffisante  pour  que  V  soit  la  partie  reelle 
d’une  fonction  de  nos  deux  variables.  II  faut  en  outre  que  V  satisfasse 
aux  relations 

(  ^  +  d'2V  d'V  ^ 

2  dx 2  dy 2  °’  dxdz^  dydt  °* 

Envisageons  maintenant  toutes  les  fonctions  V  qui  satisfont  a  liquation  (i) 
sans  etre  assujetties  a  satisfaire  aux  equations  (2).  On  pourra  alors  construire 
une  fonction  qui  remplira  cette  unique  condition  (1)  et  qui  de  plus  admettra  une 
partie  seulement  des  infinis  de  la  fonction  meromorphe  donnee  sans  en  admettre 
d'autres.  Cela  etait  impossible  au  contraire  quand  cette  fonction  restait  assu- 
jettie  aux  conditions  (2). 
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Pouvant  alors  considerer  separement  les  infinis  de  notre  fonction  mero¬ 
morphe,  nous  n’avons  plus  qu’a  appliquer  la  metbode  meme  de  M.  Weierstrass 
pour  construire  une  fonction  ev  qui  s’annule  pour  tous  les  infinis  de  la  fonction 
meromorphe  donnee  et  telle  que  V  satisfasse  a  Pequation  (i).  On  peut  meme 
en  trouver  une  infinite.  Soient  en  effet  F0  Pune  d’elles  et  G  une  fonction  entiere, 
c’est-a-dire  toujours  finie,  de  x,  y ,  ty  satisfaisant  a  Pequation  JG^=  0;  toutes 
les  fonctions  F9  +  G  rempliront,  comme  la  fonction  VQ  elle-meme,  les  conditions 
enoncees  plus  haut.  II  reste  a  faire  voir  que,  parmi  ces  fonctions,  V0  f  G,  il  y 
en  a  une  qui  peut  6tre  regardee  comme  la  partie  reelle  d’une  fonction  d ex  +  iy 
et  de  z  4-  it,  ce  qui  veut  dire  que  Pon  peut  disposer  de  la  fonction  entiere  G, 
de  telle  fa^on  que 

d*(V,  +  G)  d*(V0  +  G)  = d*(V0  +  CI)  d*(V0  +  G)  _ 
dx 3  dy 2  dx  dz  dydt  °‘ 

C’est  ce  que  j’ai  fait,  demontrant  ainsi  le  theoreme  suivant: 

Si  une  fonction  de  deux  variables  imaginaires  est  partout  meromorphe ,  elle  sera 
le  quotient  de  deux  fonctions  entieres .  Je  suis  revenu  sur  cette  meme  question 
(190)  et  je  suis  parvenu  a  simplifier  considerablement  les  demonstrations. 

En  ce  qui  concerne  les  fonctions  non  uniformes,  j’ai  contribue  a  Petude  de 
leurs  proprietes  dans  le  voisinage  d’un  point  donne,  par  les  lemmes  que  j’ai  de- 
montres  au  debut  de  ma  these  inaugurale.  Supposons  qu’une  equation 

F{ z,  xt>  x2,  . . xn) =  o, 

definissant  2  comme  fonction  implicite  de  xx ,  x2>  . xn)  soit  satisfaite  pour  le 
systeme  de  valeurs 

z  *=  xx  =  x2  =  •  *  •  =  xn  =  o 


et  que  nous  etudions  la  fonction  dans  un  domaine  voisin  de  ce  systeme  de 
valeurs.  Je  suppose  de  plus  que  dans  ce  domaine  la  fonction  F  soit  holo- 

dF 

morphe.  On  salt  depuis  longtemps  que,  si  -=—  n’est  pas  nul,  z  est  fonction  ho- 

CL  Z 

lomorphe  de  xu  x2,  . ..,  xn.  J’ai  cherche  ce  qui  se  passe  lorsque  est  nul  en 

dz 


meme  temps  que 


d*F 

dz*’ 


d3F 
dz 3  ’  " 


dm~ 1 F  dm  F 

mais  que  la  mVeme  derivee  n’est 

dzm-]  H  dzm 


pas  nulle.  J’ai  demontre  que  dans  ce  eas  z  satisfait  a  une  equation  algebrique 
de  la  forme 
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2™  ^  Zm-1  A  Em- 2  f  -  *  +  Bx  Z  +•  B0  =  0> 

dont  les  coefficients  A  sont  des  fonetions  holomorphes  des  x.  J’ai  obtenu  en- 
suite  un  resultat  analogue  pour  le  cas  ou  l’on  a  p  fonetions  implicites  de  n 
variables  definies  par  p  equations  simultanees. 


VIII.  Integrates  multiples.  (52,  53, '60,  105,  172,  168,  181,  196,  206). 

La  theorie  qui  a  le  plus  eontribue  a  faciliter  Tetude  des  fonetions  d’une 
variable  est  certainement  celle  des  integraies  prises  entre  des  limites  imaginaires. 
Elle  conduit,  comme  on  le  sait,  a  envisager  les  periodes  de  ces  integraies  et  a 
distinguer  les  periodes  polaires  (correspondant  aux  residus)  des  periodes  cycli- 
ques.  Un  des  points  les  plus  importants  est  d’ailleurs  I’etude  des  integraies 
abeliennes,  e’est-a-dire  des  integraies  de  differentielles  algebriques;  cette  theorie 
est  ordinairement  presentee  sous  une  forme  geometrique,  ce  qui  a  amene  a  dire, 
pour  abreger,  que  ces  integraies  «appartiennent  a  une  courbe  algebrique». 

Quand  on  passe  aux  fonetions  de  deux  variables,  la  notion  de  ces  integraies 
et  de  leurs  periodes  peut  se  generaliser  a  deux  points  de  vue  differents:  par  les 
integraies  de  differentielles  totales  et  par  les  integraies  doubles.  Je  ne  m’eten- 
drai  pas  beaucoup  sur  le  premier  de  ces  modes  de  generalisation.  II  ne  m’ap- 
partient  pas,  en  effet:  e’est  M.  Picard  qui  en  a  tire  les  premiers  et  les  plus 
beaux  resultats.  Je  n’ai  fait  qu’appeler  Tattention  (52),  a  la  suite  de  la  Note 
de  M.  Picard,  sur  quelques  points  de  detail.  Ainsi  ee  geometre  avait  demontre 
qu’une  surface  algebrique  ne  possede  d’integrales  abeliennes  de  differentielles 
totales  de  premiere  espece  que  dans  des  cas  particuliers. 

Je  veux  dire  que,  si 

f(x,  y,  z)=  o 

est  l5 equation  d’une  surface  algebrique  definissant  z  en  fonction  de  x  et  de  y ,  il 
n’y  aura  pas,  en  general,  de  different]* elle  exacte 

Pdx  +  Qdy, 

ou  P  et  Q  soient  rationnels  en  x ,  ?/,  z ,  de  telle  fa<jon  que  I’integrale 

f Pdx  A  Qdy 


reste  tou jours  finie. 

Acta  mathematica.  38.  Imprim6  le  27  mars  1913. 
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Partanfc  de  la,  j’ai  trouve  les  conditions  pour  qu’une  surface  du  quatri&me 
ordre  possede  de  pareilles  integrales.  II  faut  et  il  suffit  qu’elle  soit  une  surface 
reglee  ou  qu’elle  se  ramene  a  une  surface  de  revolution  par  une  transformation 
lineaire.  J’ai  indique  egalement  un  certain  nombre  de  cas  ou  il  n’y  a  jamais, 
et  d’autres  ou  il  y  a  toujours,  des  integrales  de  premiere  espece. 

J’ai  reconnu  que  le  theoreme  d’ABEL  s’etendait  immediatement  aux  inte¬ 
grales  de  differentielles  totales  de  premiere  espece;  mais  il  semblait  au  premier 
abord  qu’il  ne  serait  plus  applicable  aux  surfaces  qui  ne  possedent  pas  de  pa¬ 
reilles  integrales,  c’est-a-dire  la  grande  majorite  des  surfaces  algebriques. 

Il  n’en  etait  rien.  J’ai  demontre  (53)  le  theoreme  suivant: 

Si  (xlt  yx,  zt ),  (x2,  y2i  z2),  (xq,  yq ,  zq)  sont  les  q  points  d’intersection 
d’une  surface  algebrique  S  et  d’une  courbe  algebrique  C\  si  (xt  +  dxx,  y{  +  dyl9 
zy  -f  dzt),  ...  sont  les  q  points  d’intersection  de  cette  meme  surface  S  avec  une 
corbe  C 1  infiniment  peu  differente  de  Cf  on  aura  un  certain  nombre  de  relations 
de  la  forme 

XydXy  +  X2dx2  -f  •••  -f  Xqdxq  ==  0, 


ou  Xi  est  une  fonction  rationnelle  de  xi ,  yi ,  zt-.  Ces  relations  peuvent  ^tre  regar- 
dees  comme  la  generalisation  du  theoreme  d’ABEL. 

Les  difficultes  qui  s’attachent  a  Petude  des  integrales  doubles  et  multiples 
etendues  a  un  domaine  imaginaire  sont  d’une  nature  differente.  Il  semble  que 
la  theorie  des  integrales  simples  prises  entre  des  limites  imaginaires  serait  d’une 
exposition  beaucoup  plus  laborieuse  si  l’on  n’avait  pour  s’y  guider  une  representa¬ 
tion  geometrique.  On  perd  ce  guide  quand  on  passe  aux  integrales  doubles;  il 
faudrait  alors  recourir  a  la  Geometrie  a  quatre  dimensions,  ce  qui  serait  une 
complication  plutofc  qu’une  simplification. 

Cet  obstacle  ne  parait  pas  d’abord  tres  serieux;  cependant  il  arreta  long- 
temps  les  geometres.  M.  Picard,  a  propos  des  fonctions  hyperfuchsiennes,  avait 
traite  une  question  qui  presente  quelque  analogic  avec  celle  qui  nous  occupe, 
mais  qui  n’est  pourtant  pas  la  meme;  les  quantites  qu’il  a  ainsi  introduites  ne 
peuvent  etre  en  aucune  fa<jon  regardees  comme  la  generalisation  des  periodes 
des  integrales  simples.  Il  importe  de  ne  pas  les  confondre  avec  les  periodes 
eycliques  que  ce  meme  savant  a  etudiees  peu  de  temps  apres  la  publication  de 
ma  premiere  Note  a  ce  sujet,  et  qui  se  rattache,  au  contraire,  tres  directement 
a  la  theorie  que  j’ai  cherehe  a  fonder. 

Je  fus  done  le  premier  a  etudier  methodiquement  cette  importante  question 
dans  une  Note  (60)  que  j’ai  eu  l’honneur  de  presenter  a  l’Academie  le  25  jan- 
vier  1886  et  dont  j’ai  developpe  les  resultats  dans  un  Memoire  plus  etendu  (181). 


Analyse  de  ses  scientifiques. 
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Le  premier  point  etait  d’imaginer  un  mode  de  representation  geometrique 
sans  employer  l’espace  a  quatre  dimensions.  On  peut  y  arriver  par  diverses 
methodes  que  je  n’exposerai  pas  ici  et  dont  j’ai  fait  tour  a  tour  usage.  II  faut 
ensuite  donner  une  definition  des  integrales  doubles  prises  dans  un  domaine 
imaginaire.  Grace  aux  modes  de  representation  dont  je  viens  de  parler,  on  peut 
donner  cette  definition  sans  qu’il  subsiste  aucune  equivoque.  II  faut  ensuite 
demontrer  le  theoreme  fondamental,  analogue  a  celui  de  Cauchy,  et  d’apres 
lequel  une  integrale  double  prise  le  long  d’un  contour  ferme  est  nulle  en  general. 
Cette  demonstration  ne  presente  aucune  difficulte.  On  peut  trouver  sous  une 
forme  simple  les  conditions  d’integrabilite  de  differentielles  doubles 

Ady  dz  +  B  dxdz  +  C  dx  dy  +  •  *  • , 


qu’il  faut  d’abord  definir  sans  ambiguite.  Ces  conditions  presentent  presque  la 
m6me  forme  que  celles  qui  expriment  Fintegrabilite  d’une  differentielle  ordi¬ 
naire.  Seulement  certains  signes  qui  sont  tous  positifs  pour  les  integrales  d’ordre 
pair,  et,  en  particular,  pour  les  integrales  doubles,  sont,  au  contraire,  alternati- 
vement  positifs  et  negatifs  quand  il  s’agit  d’integrales  d’ordre  impair  et  en  par¬ 
ticular  d’integrales  simples.  Ces  conditions  une  fois  trouvees,  le  theoreme  fon¬ 
damental  s’ensuit  immediatement. 

II  admet  cependant  des  exceptions,  comme  la  proposition  correspondante 
de  la  theorie  de  Cauchy,  et  ce  sont  ces  exceptions  qui  sont  Torigine  des  perio- 
des  des  integrales  doubles.  Ces  periodes  se  distinguent,  comme  dans  le  cas  d’une 
seule  variable,  en  periodes  cycliques  et  en  periodes  polaires.  Je  me  suis  occupe, 
en  particular,  des  periodes  polaires  ou,  si  Ton  veut,  des  residus  des  integrales 
doubles.  M.  Picard  a  etudie  ensuite  les  periodes  cycliques. 

J’ai  envisage  l’integrale  d’une  fonction  rationnelle  que  j’ai  ecrite  sous  la 
forme  suivante 


/  (x.  y)  dxdy 

CP(%>  y)^P(x,  y)' 


en  decomposant  le  denominateur  en  facteurs  irreductibles,  et  j’ai  reconnu  que 
cette  integrale  presente  trois  sortes  de  periodes: 

i°.  Celles  de  la  premiere  sorte  sont  egales  a  2  ire  multiplie  par  Tune  des 
periodes  de  premiere  espece  de  l’integrale  abelienne 
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(rapportee  a  ia  courbe  algebrique  ip=  o). 

2°.  Celles  de  la  seconde  sorte  se  rapportent  aux  divers  points  d’intersection 
des  deux  courbes  cp  =  (p  =  o  et  sont  egales  a 


±  4;fc  2 


/(*o>  Vo)  t 

y0Y 


J(x,  y)  etant  le  determinant  de  (p  et  de  ip  par  rapport  k  x  et  k  y;  et  x0  et  y0 
etant  les  coordonnees  du  point  d’intersection. 

3°.  Enfin  celles  de  la  troisieme  sorte  se  rapportent  aux  divers  points  doubles 
de  ces  deux  courbes  et  ont  une  expression  analogue. 

Mais  la  theorie  serait  incomplete  si  Ton  se  bornait  a  ces  trois  sortes  de  pe- 
riodes.  II  peut  arriver  que  la  fonction  sous  le  signe  integral  devienne  infinie  en 
divers  points  du  contour  d’integration  sans  que  l’integrale  elle-meme  cesse  d’etre 
finie.  Cette  circonstance  ne  pouvait  pas  se  produire  dans  le  cas  des  integrales 
simples,  lorsque  la  fonction  a  integrer  etait  rationnelle ;  il  n’en  est  plus  de  meme 
ici.  D’un  autre  cote,  on  ne  saurait  exclure  de  parti  pris  les  integrales  de  cette 
sorte;  car,  autant  qu’on  en  peut  juger  aujourd’hui,  elles  doivent  jouer  un  role 
important  dans  les  applications. 

Or  les  integrales  de  cette  nouvelle  sorte  ont  un  caractere  bien  different  de 
celui  des  integrales  a  periodes.  Celles-ci,  en  effet,  ou  bien  restent  constantes 
quand  on  fait  varier  le  chemin  d’integration  d’une  maniere  continue,  ou  bien 
s’aecroissent  par  sauts  brusques;  eelles-la,  au  contraire,  varient  d’une  fa^on  con¬ 
tinue  comme  le  chemin  d’integration  lui-meme.  C’est  la  la  principale  difference 
entre  la  theorie  nouvelle  et  eelle  de  Cauchy. 

Ces  resultats  s’appliquent,  mutatis  mutandis ,  aux  transcendantes  et,  en  parti- 
culier,  aux  fonctions  uniformes. 

Cette  theorie  nouvelle  sera-t-elle  aussi  feconde  que  l’ont  ete  les  decouvertes 
de  Cauchy?  Elle  est  encore  trop  jeune  pour  qu’on  puisse  se  prononcer  sur  ce 
point.  Certainement  quelques-uns  des  resultats  qu’on  peut  obtenir  ainsi,  et  par 
une  generalisation  immediate  des  methodes  de  Cauchy,  auraient  pu  etre  atteints 
plus  aisement  par  d’autres  voies.  Mais  on  peut  esperer  qu’il  n’en  sera  pas  tou- 
jours  de  meme,  et  deja  je  suis  sur  la  voie  de  propositions  reellement  nouvelles 
sur  la  theorie  des  fonctions  abeliennes. 


Analyse  de  ses  travaux  scientifiques. 
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Les  periodes  dont  il  a  ete  question  jusqu’ici  sont  analogues  a  celles  qui 
se  rapportent  aux  singularity  polaires  des  integrales  simples.  Mais  lorsque  la 
fonction  sous  le  signe  J*  n’est  pas  uni  forme,  les  integrales  multiples  peuvent 
outre  ces  periodes  polaires  presenter  des  periodes  cycliques. 

C’est  une  question  de  Mecanique  Celeste,  celle  du  developpement  de  la  fonc¬ 
tion  perturbatrice  qui  m’a  amene  a  m’en  occuper. 

Si  la  fonction  sous  le  signe  f  depend  d’un  parametre  (comme  par  exemple 
les  integrales  elliptiques  du  module)  les  periodes  cycliques  seront  des  fonctions 
de  ce  parametre.  De  meme  que  dans  le  cas  des  integrales  simples,  ces  fonctions 
seront  definies  par  des  equations  lineaires  a  coefficients  algebriques.  J’ai  etudie 
ces  equations  lineaires  et  leurs  groupes  (172).  J’ai  montre  qu’il  y  a  un  lien 
intime  entre  l’equation  lineaire  qui  definit  les  periodes  des  integrales  doubles 
dependant  du  radical  VF(x,  y)  et  celle  qui  definit  les  periodes  des  integrales 
abeliennes  simples  engendrees  par  la  courbe  algebrique  F(x,y)  =  o.  J’ai  fait 
voir  par  quelle  transformation  on  peut  passer  de  Tune  a  l’autre. 

Cette  derniere  recherche  se  rattacbe  a  mes  travaux  sur  l’Analysis  Situs. 

D’un  autre  cote,  etant  donnee  plusieurs  integrales  multiples  dependant  du 
radical  VF(x9  y),  on  peut  se  proposer  de  faire  une  theorie  de  la  reduction  de  ces 
integrales,  analogue  a  la  theorie  elassique  de  la  reduction  des  integrales  ellipti- 
ques  (ou  hyperelliptiques)  a  un  petit  nombre  d’integrales  types  (dites  de  ifere, 
2de  et  3e  especes).  J’ai  resolu  ce  probleme  qui  m’etait  utile  au  point  de  vue  du 
developpement  de  la  fonction  perturbatrice  (168,  196,  206). 

La  reduction  des  integrales  doubles  et  celle  des  integrales  de  differentielles 
totales  se  presentent  d’ailleurs  ici  comme  deux  questions  intimement  liees. 

Apres  cette  revue  des  travaux  que  j’ai  consacres  a  la  theorie  generale  des 
fonctions,  je  suis  naturellement  amene  a  passer  l’etude  de  di verses  fonctions 
partieulieres.  J’ai  deja  parle  plus  haut  des  fonctions  fuchsiennes.  II  me  reste 
a  resumer  mes  recherches  sur  les  fonctions  elliptiques,  sur  les  fonctions  abelien¬ 
nes  et  sur  les  fonctions  hyperfuehsiennes. 


IX.  Fonctions  elliptiques. 


J’ai  fait  fort  peu  de  chose  sur  les  fonctions  elliptiques.  Cependant  j’ai 
donne,  dans  un  Memoire  d’Arithmetique  (2,  98),  une  fajon  d’exprimer  ces  fonc¬ 
tions  a  l’aide  d’une  integrate  definie.  On  sait  que  les  fonctions  doublement  pe- 

a{  ( u  —  a) 


riodiques  peuvent  se  decomposer  en  elements  simples  de  la  forme 
de  la  forme 


o  (u  —  a) 


ou 
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dn  a  (u  —  ct) 
dun  a  [ti  —  a) 


II  suffit  done  d’exprimer  par  une  integrale  definie  la  fonction 

1  +i+“). 

U  \U  —  W  W  W~) 


ou  w  =  2f.no  -f  z.mW  et  oil  u  et  u'  peuvent  prendre  tous  les  syvstemes  de  valeurs 
entieres  positives  et  negatives,  exeepte  «  =  «'  =  o.  On  pourra  evidemment  de¬ 
composer  la  serie  du  second  membre  en  quatre  autres:  la  premiere  comprenant 
les  termes  ou  a  et  u1  sont  positifs,  la  seconde  les  termes  ou  u  est  positif  et  fi! 
negatif  ou  nul,  la  troisieme  ceux  ou  u  est  negatif  ou  nul  et  uf  positif,  la  qua- 
trieme  enfin  eeux  ou  ft  et  a1  sont  negatifs  ou  nuls.  Cette  decomposition  est 
analogue  a  la  decomposition  de  tv  cot  x;t  en  une  somme  de  deux  termes  depen¬ 
dant  des  fonctions  euleriennes 


7t  COt 


X7Z  = 


r’(x) 

r(x) 


rr(  i  —  x) 
r(T- =x)' 


Cette  generalisation  des  fonctions  euleriennes  est  analogue,  mais  non  identique 
a  celle  qu’a  donnee  M.  Apfell. 

II  suffit  alors  d’exprimer,  par  une  integrale  definie,  la  premiere  de  nos 
series  partielles,  car  les  autres  s’y  ramenent  aisement.  On  trouve  que  cette 
serie  partielle  s’exprime  par  une  integrale  prise  par  rapport  a  z  entre  les  limites 
o  et  oo,  la  fonction  sous  le  signe  f  etant  rationnelle  par  rapport  a  z  et  a  diver- 
ses  exponentielles  de  la  forme  e II  est  done  possible  d’exprimer  de  la  meme 
maniere  toutes  les  fonctions  doublement  periodiques. 

J’ai  ete  conduit  aussi  d’une  fagon  incidente  a  m’occuper  des  fonctions  ellip- 
tiques  en  les  considerant  comme  des  cas  particuliers  des  fonctions  fuchsiennes,1 
J’ai  retrouve  ainsi  la  plupart  des  formules  connues  et,  en  particulier,  l’expres- 
sion  des  fonctions  a  deux  periodes  par  des  series  trigonometriques.  J’ai  ete  con¬ 
duit  par  la  meme  voie  a  une  formule  que  je  crois  nouvelle  et  qui  permet  d’ex¬ 
primer  les  fonctions  elliptiques  par  une  serie  infinie  d’une  forme  particuJiere. 
(Acta  Mathematica,  Tome  i,  page  287.) 


1  Sur  les  fonctions  fuchsiennes  (passim). 


Analyse  de  ses  scienti Agues. 
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X.  Fonctions  abeliennes.  (12,  41,  50,  55,  59,  62,  84,  86,  88,  138,  150,  169,  190,  194). 

La  theorie  des  fonctions  abeliennes  est  loin  d’etre  aussi  avancee  que  celle 
des  fonctions  elliptiques.  Un  grand  nombre  des  proprietes  de  ces  dernieres 
transcendantes  ne  s’etendent  pas  ou  ne  s’etendent  que  difficilement  au  cas  gene¬ 
ral.  On  ne  doit  pas  s’en  etonner  si  l’on  se  rappelle  que  beaucoup  de  proprietes 
des  fonctions  d’une  variable  ne  sont  plus  applicables  aux  fonctions  de  plusieurs 
variables.  C’est  la  meme  difficulty  qui  nous  a  oeeupes  au  paragraphe  VII. 

On  a  ete  conduit  aux  fonctions  abeliennes  par  l’etude  des  courbes  alge- 
briques  et  des  integrates  abeliennes.  Je  me  suis  occupe  incidemment  (138)  des 
transformations  birationnelles  des  courbes  algebriques  afin  de  demontrer  qu’on 
peut  toujours  ramener  ces  courbes  a  des  courbes  gauches  depourvues  de  toute 
irregularite.  Un  des  premiers  faits  que  1’on  a  remarques  est  la  possibility  de  la 
reduction  de  ces  integrales  abeliennes.  Jacobi  en  a  deja  rencontre  quelques 
exemples;  dans  des  cas  assez  nombreux,  on  voit  des  integrales  appartenant  a 
une  courbe  de  genre  q  se  reduire  a  des  integrales  de  genre  inferieur  a  q  ou  meme 
a  des  integrales  elliptiques.  Mais  on  est  bientot  amene  a  se  placer  a  un  point 
de  vue  plus  eleve;  les  fonctions  0,  qui  doivent  leur  origine  aux  integrales  abe¬ 
liennes  de  premere  espece,  ne  sont  qu’un  cas  particulier  des  series  0  les  plus 
generates.  Mais  il  est  aise  de  voir  qu’a  ces  transcendantes  plus  generates  ap- 
partiennent  des  integrales,  qui  sont,  il  est  vrai,  des  integrales  de  differentielles 
totales,  mais  qui  peuvent  neanmoins  etre  regardees  comme  la  generalisation  des 
integrales  de  premiere  espece.  Il  est  alors  naturel  d’appliquer  a  ces  integrales 
le  procede  de  la  reduction;  le  probleme  primitif  refoit- une  importante  extension ; 
mais,  par  la  suppression  d’une  restriction  genante,  il  est  simplifie  et  non  com- 
plique;  car  on  peut  desormais  introduire  dans  ses  raisonnements  des  fonctions 
0  quelconques,  sans  avoir  a  s’inquieter  de  leur  origine. 

Les  geometres  se  sont  de  longue  date  preoccupes  de  ce  probleme,  qui  doit 
nous  fournir  d’importantes  donnees  sur  les  fonctions  algebriques,  et  qui  est  un 
des  meilleurs  chemins  pour  penetrer  dans  le  domaine  mysterieux  des  fonctions 
abeliennes.  Dans  ces  derniers  temps,  M.  Picard,  par  une  serie  de  brillants  tra- 
vaux,  lui  a  fait  faire  plusieurs  pas  importants. 

Mes  premiers  essais  dans  cet  ordre  d’idees  ne  portent  que  sur  un  cas  parti¬ 
culier.  Ainsi  que  je  l’ai  explique  plus  haut,  dans  le  paragrapbe  intitule:  Inte¬ 
gration  des  equations  lineaires  par  les  fonctions  algebriques ,  si  l’integrale  generale 
d’une  equation  lineaire  est  algebrique  et  si,  a  l’aide  de  cette  integrale  generale, 
on  forme  un  systeme  d’integrales  abeliennes  de  premiere  espece,  il  y  a  entre  les 
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periodes  de  ce  systeme  un  grand  nombre  de  relations  interessantes.  J’avais  la 
un  moyen  (40)  de  penetrer  plus  profondement  dans  Fetude  des  fonctions  abe¬ 
liennes,  et  je  resolus  d’en  profiter.  Je  choisis  comme  exemple  particulier  le  sys¬ 
teme  d’integrales  abeliennes  que  l’on  peut  former  a  Faide  de  la  resolvante  de 
Galois  de  l’equation  modulaire  relative  a  la  transformation  du  septieme  ordre. 
Je  trouvai  que  les  relations  qui  existent  entre  les  periodes  suffisent  pour  les  de¬ 
terminer  completement.  Etant  parvenu  ainsi  a  calculer  ces  periodes,  je  m’aper- 
£us  que,  parmi  les  integrates  abeliennes  de  ce  systeme  (qui  est  du  genre  3),  il 
y  en  a  line  infinite  qui  sont  susceptibles  d’etre  reduites  aux  integrales  ellipti- 
ques.  C’etait  la  un  troisieme  exemple  d’une  circonstance  remarquable,  deja 
signalee  deux  fois  par  M.  Picard. 

Mon  attention  fut  de  nouveau  attiree  sur  cette  question  par  un  Memoire 
de  Mrae  Kowalevski,  oil  se  trouvaient  cites  deux  theoremes  de  M.  Weierstrass, 
sur  la  reduction  des  integrales  abeliennes  aux  integrales  elliptiques.  Ces  deux 
theoremes  avaient  ete  communiques  a  divers  savants  par  des  lettres  du  profes- 
seur  de  Berlin,  mais  la  demonstration  n’en  avait  pas  ete  publiee.  J’ai  donne 
(88)  deux  demonstrations  differentes  de  ces  deux  propositions;  j’ignore  encore 
si  mes  methodes  sont  identiques  a  celles  de  M.  Weiekstrass.  Toutes  deux  sont 
empruntees  a  FArithmetique,  et  Fon  ne  doit  pas  s’en  etonner,  car  le  probleme 
est  en  realite  purement  arithmetique.  La  premiere  demonstration  se  fonde  sur  la 
consideration  des  formes  bilineaires.  Dans  la  seconde,  j’emploie  un  procede  particu¬ 
lier  de  reduction.  Je  suppose  que  dans  un  systeme  d’integrales  de  genre  q.  il  y  en 
ait  jti  qui  soient  reductibles  au  genre  //.  Leurs  2 q  periodes,  ou  periodes  anciennes, 
s’exprimeront  alors  a  Faide  de  2 u  quantites,  qui  seront  les  periodes  nouvelles, 
par  des  polynomes  lineaires  a  coefficients  entiers.  On  peut  done  dresser  un  Ta¬ 
bleau  de  4 qu  nombres  entiers  qui  earacterise  la  reduction.  Mais  ce  Tableau 
peut  <Hre  d’une  infinite  de  manieres;  car  on  peut  remplacer,  soit  le  systeme 
des  periodes  anciennes,  soit  le  systeme  des  periodes  nouvelles  par  un  systeme 
equivalent.  Le  probleme  est  precisement  de  profiter  de  cette  circonstance  pour 
reduire  le  Tableau  a  sa  plus  simple  expression.  Dans  ma  seconde  methode,  la 
reduction  se  fait  par  une  serie  d’operations  toutes  pareilles  entre  elles. 

Je  profitai  des  avantages  de  ces  deux  methodes  pour  generaliser  les  deux 
theoremes  de  M.  Weierstrass  et  les  etendre  au  cas  de  la  reduction  des  inte¬ 
grales  abeliennes  a  d’autres  integrales  abeliennes. 

Le  theoreme  de  M.  Weierstrass  etait  plus  general  en  un  sens  que  le  theo- 
reme  de  M.  Picard  sur  le  meme  sujet:  ce  dernier  ne  s’appliquait  en  effet  qu’a 
la  reduction  du  genre  2  au  genre  1 ;  le  geomfetre  aliemand  avait  etudie  la  re¬ 
duction  d’un  genre  o  quelconque  au  genre  1.  D’autre  part,  le  theoreme  de  M. 
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Picard  contenait  plus  que  celui  de  M.  Weierstrass,  car  la  reduction  y  etait 
poussee  plus  loin.  Etait-il  possible  de  trouver  une  proposition  qui  contint  a  la 
fois  celle  de  M.  Weierstrass  et  celle  de  M.  Picard,  c’est-a-dire  de  pousser 
dans  le  cas  general  la  reduction  aussi  loin  que  ce  dernier  analyste?  L’applica- 
tion  de  ma  second©  methode  m’a  fait  reconnaitre  (62,  84)  que  cela  peut  se  faire 
sans  difficulty . 

Le  meme  procede  me  permit  en  meme  temps  d’etudier  le  cas  general  (re¬ 
duction  d’un  genre  q  queleonque,  non  plus  au  genre  i,  mais  a  un  genre  f.t  egale- 
ment  queleonque)  et  de  pousser  la  reduction  beaucoup  plus  loin  que  je  ne  Favais 
fait  dans  mon  premier  travail.  Le  theoreme  auquel  je  fus  ainsi  conduit  con- 
tienfc,  comme  cas  particulier,  toutes  les  propositions  anterieurement  decouvertes 
et  resume  ainsi  toute  la  theorie. 

Un  cas  particulier  bien  digne  d’interet  est  celui  ou  une  infinite  d’integrales 
d’un  meme  systeme  se  reduisent  aux  integrales  elliptiques.  M.  Picard  en  avait 
deja  rencontre  deux  exemples,  et  il  semblait  probable  que,  dans  un  systeme 
d’integrales  de  genre  q,  il  ne  pouvait  y  avoir  plus  de  q  integrales  reductibles 
sans  qu’il  y  en  eut  une  infinite.  J’ai  demontre  (50,  84)  qu’il  en  etait  effective- 
ment  ainsi  et  j’ai  trouve  en  meme  temps  les  relations  fort  simples  qui  unissent 
entre  elles  les  integrales  reductibles. 

Les  methodes  que  je  viens  d’exposer  permettent  une  classification  ration- 
nelle  des  cas  de  reduction.  Mais  cette  classification,  a  cote  d’incontestables 
avantages,  presente  un  inconvenient  grave:  elle  ne  distingue  pas  du  cas  general 
les  cas  particuliers  ou  les  integrales  abeliennes  a  reduire  appartiennent  a  une 
courbe  algebrique.  Ces  derniers  ne  presentent  pas  d’interOt  special  au  point  de 
vue  de  la  theorie  des  fonctions  abeliennes;  mais  ils  en  ont  un  fort  grand,  au 
contraire,  si  l’on  se  propose  pour  but  Fetude  des  fonctions  algebriques.  Il  im- 
portait  done  de  trouver  une  classification  nouvelle,  ne  portant  que  sur  ces  cas 
particuliers  et  laissant  de  cote  tous  les  autres.  J’ai  indique  (59)  un  moyen  d’ar- 
river  a  ce  resultat  par  Fetude  de  la  transformation  des  fonctions  fuchsiennes; 
mais  je  n’ai  pas  eu  le  temps  d’approfondir  cette  theorie. 

L’etude  systematique  des  fonctions  abeliennes  devait  naturellement  com- 
mencer  par  l’examen  des  cas  de  reduction,  la  suite  de  cet  expose  le  fera  suffi- 
samment  comprendre;  mais  ce  n’etait  qu’un  premier  pas,  et  bien  d’autres  pro- 
blemes  restaient  a  resoudre. 

On  vient  de  voir  que  les  fonctions  0,  definies  a  Faide  des  integrales  abe¬ 
liennes  de  premiere  espece,  ne  sont  que  des  cas  tres  particuliers  des  series  0  les 
plus  generales. 

Qu’est  ce  qui  caracterise  les  fonctions  0  speciales;  e’est  a  dire  celles  qui 
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doivent  leur  origine  aux  integrates  abeliennes?  Qu’est  ce  qui  permet  de  les 
distinguer  parmi  les  fonetions  0  les  plus  generates?  C’est  la  circonstance  sui- 
vante;  la  variete 

0  =  o 

est  pour  employer  le  langage  de  Lib,  une  variete  doublement  de  translation. 
C’est  ce  qu’on  aurait  pu  deduire  aisement  des  recherches  anterieui's  de  Lie. 
Mais  je  suis  parvenu  au  meme  resultat  (150,  194)  par  une  voie  entierement  dif- 
ferente.  Cette  condition  peut  evidemment  s’exprimer  par  une  relation  entre  les 
periodes,  mais  cette  relation  est  transcendante  et  ne  pent  s’exprimer  que  sous 
forme  de  serie.  Je  me  suis  borne  a  indiquer  les  premiers  termes  de  cette  serie, 
je  veux  dire  ceux  qui  sont  le  plus  sensibles  quand  la  fonction  0  differe  peu 
d’un  produit  de  fonetions  0  elliptiques.  La  forme  en  est  curieuse,  car  il  y  entre 
des  radicaux.  On  peut  concevoir  une  infinite  de  fonetions  de  n  variables,  ad- 
mettant  2 n  systemes  de  periodes  et  ne  rentrant  pas  dans  la  categorie  speciale- 
ment  etudiee  par  Riemann.  Ces  fonetions  peuvent-elles  etre  toujours  regardees 
comme  le  quotient  de  deux  fonetions  0?  Riemann  etait  parvenu  a  le  de- 
montrer;  mais  il  11’a  jamais  publie  sa  demonstration.  M.  Weierstrass  a  retrouve 
le  meme  resultat,  mais  il  n’a  pas  publie  non  plus  de  son  vivant  la  methode 
dont  il  s’est  servi. 

Abordant  Tetude  de  ces  fonetions,  que  je  n’assujettissais  qu’a  la  condition 
d’etre  periodiques  (12),  je  reconnus  qu?on  pouvait  toujours  les  tirer  des  fonc- 
tions  abeliennes  ordinaires,  obtenues  par  la  methode  d’inversion  de  Jacobi,  en 
appliquant  le  procede  de  la  reduction  des  integrales  abeliennes. 

Dans  ces  conditions,  nous  devions  naturellement  songer,  M.  Picard  et  moi, 
a  unir  nos  efforts  pour  retrouver  le  resultat  de  Riemanis.  Nous  reconnumes  (41) 
qu’il  devait  y  avoir  entre  les  periodes  les  memes  relations  que  dans  le  cas  parti- 
culier  des  fonetions  nees  de  l’inversion  des  integrales  abeliennes.  Il  etait  aise 
d’en  conclure  que  toutes  les  fonetions  a  n  variables  et  a  2W  periodes  s’expri- 
ment  par  le  moyen  des  series  0. 

La  methode  que  je  viens  d’exposer  est  celle  meme  dont  s’etait  servi  M. 
Weierstrass  et  qu’il  n’avait  pas  publiee;  e’est  ce  que  nous  reconnumes  quand 
apres  la  mort  du  savant  geometre,  nous  resumes  les  bonnes  feuilles  du  troisieme 
volume  de  ses  oeuvres  completes. 

Il  n’y  avait  que  quelques  differences  de  detail;  e’est  ainsi  que  j’ai  employe 
un  moyen  un  peu  different  pour  demontrer  un  Lemme  indispensable,  d’apres 
lequel  il  y  a  toujours  une  relation  algebrique  entre  p  fonetions  a  p  variables  et 
a  2  p  periodes.  J’y  suis  revenu  plus  tard  (169). 
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Revenons  au  theoreme  dont  j’avais  donne  une  demonstration,  a  pres  M. 
Weierstrass  et  en  commun  avec  M.  Picard.  Depuis  M.  Appell  en  a  donne 
une  nouvelle  fondee  sur  de  tout  autres  principes  et  j’en  ai  moi-meme  donne 
une  troisieme,  entierement  differente  des  deux  premieres  (169,  190).  Je  rappelle 
par  quel  artifice  j’ai  demon tre  qu’une  fonction  meromorphe  de  plusieurs 
variables  est  toujours  le  quotient  de  deux  fonctions  entieres  (vide  supra  §  VII). 
Quelle  est  la  nature  de  ces  fonctions  entieres?  Les  perfectionnements  apportes 
(190)  a  ma  demonstration  primitive  m’ont  permis  de  resoudre  cette  question, 
et  de  faire  voir  directement  que  si  la  fonction  meromorphe  est  periodique,  ces 
deux  fonctions  entieres  sont  «des  fonctions  periodiques».  Je  me  bornerai  a  dire 
que  la  demonstration  presente  quelques  analogies  avec  celle  par  laquelle  Weier¬ 
strass  etablit  qu’il  existe  une  fonction  entiere  de  genre  2  qui  admet  tons  les 
zeros  d’une  fonction  elliptique. 

L’existence  de  ces  fonctions  periodiques,  en  face  desquelles  le  procede  de 
Tin  version  est  impuissant,  fait  mieux  ressortir  la  necessite  ou  nous  nous  trou- 
vons  d’etablir  la  theorie  des  fonctions  abeliennes  en  partant  des  series  0  elles- 
memes.  On  sait  qu’il  est  possible  de  fonder  sur  l’etude  directe  des  fonctions 
0  a  une  seule  variable  toute  la  theorie  des  fonctions  elliptiques;  le  point  de 
depart  est  ce  fait  que  l’equation 

0  (#)  =  0 

n’a  qu’une  seule  racine  a  l’interieur  du  parallelogramme  des  periodes.  De  la 
l’importance  du  probleme  suivant,  dont  la  solution  (86,  12)  doit  evidemment 
preceder  toute  etude  directe  des  series  0  a  plusieurs  variables:  Combien  les 

equations  simultanees 

^  ^  j  {  0  (*^1  ^25  •  •  •  9  *^n  Oj n ) 

I  ®  (*^i  ^1  ?  ^2  ^2  bn)  ssas  ‘  *  ==  0  ,  X2  I2  j  •  •  ■  j  In)  “0/ 

ou  les  a,  les  6,  . .. ,  les  l  sont  des  constantes  donnees,  ont-elles  de  solutions  dis- 
tinctes?  A  l’aide  d’une  formule  de  M.  Kronecker,  j’ai  pu  demontrer  que  ce 

nombre  est  constant  et  independant  des  periodes,  ainsi  que  des  constantes  a, 

by...,  1.  II  me  fut  facile  ensuite,  en  envisageant  le  cas  particulier  ou  la 

fonction  0  se  reduit  a  un  produit  de  n  fonctions  0  elliptiques,  de  demontrer 
que  ce  nombre  est  precisement  1.2.3  •  -  -  n. 

J’appliquai  aussi  la  meme  methode  a  des  equations  analogues  aux  equa¬ 
tions  (1),  mais  plus  eompliquees,  et  je  trouvai  le  nombre  des  solutions  distinctes 
qu’elles  doivent  avoir. 
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Mais  il  y  a  plus;  dans  le  cas  des  fonctions  elliptiques,  on  trouve  aisement 
la  valeur  de  la  racine  de  l’equation 

0{x)  =  o. 

Si  l’on  a  affaire  a  des  equations  analogues,  mais  plus  compliquees,  on  peut  en¬ 
core  trouver  la  somme  des  racines. 

Revenant  aux  fonctions  abeliennes  et  aux  equations  (i),  on  peut  alors  se 
demander  (55,  84)  s’il  est  possible  de  trouver  la  somme  des  valeurs  de  xu  celle 
des  valeurs  de  x2,  etc.,  qui  satisfont  a  ces  equations.  Ce  probleme  est  plus 
complique  que  le  precedent,  dans  lequel  le  nombre  cherche  etait  une  constante; 
cette  circonstance  permettait  de  se  restreindre  a  un  cas  particulier,  et  Ton  etait 
ainsi  immediatement  ramene  aux  fonctions  elliptiques.  II  n’en  est  plus  de  meme 
ici ;  les  nombres  cherches  ne  sont  plus  des  constantes,  mais  des  fonctions  des 
periodes. 

Toutefois  le  probleme  est  immediatement  resol u  quand  on  est  ramene  aux 
fonctions  elliptiques,  c’est-a-dire  quand  on  se  trouve  dans  un  des  cas  de  reduc¬ 
tion  etudies  plus  haut.  Quand,  dans  le  systeme  d’integrales  abeliennes  de  genre 
n  qui  correspondent  aux  fonctions  0  envisagees,  il  y  a  n  integrales  distinctes 
reductibles  aux  integrales  elliptiques,  il  est  aise  de  voir  que  les  fonctions  0  abe¬ 
liennes  s’expriment  tres  simplement  a  l’aide  de  fonctions  0  elliptiques.  On  peut 
alors,  par  Papplication  du  thcoreme  d’ABEL  generalise  (cf.  §  VIII)  resoudre 
completement  le  probleme  qui  nous  occupe. 

Le  systeme  des  periodes  d’une  fonction  0  quelconque  differe  toujours  in- 
finiment  peu  d’un  systeme  de  periodes  correspondant  a  une  cas  de  reduction. 
C’est  la  une  circonstance  qui  donnera,  je  n’en  doute  pas,  la  clef  de  bien  des 
problemes.  Elle  nous  donne  en  particulier  la  solution  que  nous  cherchons. 

Nous  connaissons  la  somme  cherche  des  valeurs  de  x  toutes  les  fois  que 
nous  nous  trouvons  dans  un  cas  de  reduction.  Or  cette  somme  doit  §tre  une 
fonction  continue  des  periodes;  nous  la  connaiirons  done  dans  tons  les  cas  pos¬ 
sibles .  C’est  ainsi  que,  si  1’on  connait  une  fonction  continue  de  x  pour  toutes 
les  valeurs  commensurables  de  la  variable,  on  la  connaltra  egalement  pour  toutes 
les  valeurs  incommensu rabies. 

On  peut  encore  se  placer  a  un  autre  point  de  vue  pour  etudier  les  zeros 
des  fonctions  0.  Considerons  une  fonction  0  de  deux  variables  0{x>y).  Soient 
(w>  fi)>  (y,  <J)  deux  periodes  de  cette  fonction.  Ecrivons  l’equation 

0  (at  +  yu,  fit  +  du)  =  o, 

oh  t  et  u  sont  des  nombres  assujettis  a  rester  reels  et  compris  ente  o  et  i. 
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Cette  equation  ainsi  interprets©  admettra  un  certain  nombre  de  solutions.  Je 
serai  conduit,  par  des  considerations  qui  ne  sauraient  trouver  place  ici,  a  les 
distinguer  en  deux  especes.  Soient  alors  Nx  le  nombre  des  solutions  de  la  pre¬ 
miere  espece,  Tt  la  somme  des  valeurs  correspondantes  de  t\  Ul  celle  des  valeurs 
de  u.  Soient  N2 ,  T2  et  U2  les  quantites  analogues  en  ce  qui  concerne  les  solu¬ 
tions  de  la  seconde  espece.  On  peut  se  proposer  de  determiner  les  nombres 
T  —  T21  Ut-U2. 

Je  suis  parvenu  par  une  methode  assez  simple  (55)  a  determiner  Nt  —  N2 . 
On  obtient  ainsi  divers  renseignements  importants  au  sujet  du  nombre  total  des 
solutions  +  N2.  Ce  nombre  est  en  effet  toujours  superieur  a  Nl  —  N 2  et  il 
est  de  meme  parite. 

On  peut  arriver  au  meme  resultat  par  1’emploi  des  integrales  doubles  prises 
entre  des  li mites  imaginaires.  J5ai  lieu  d’esperer  de  plus  que  la  meme  conside¬ 
ration  pourra  conduire  a  la  valeur  de  Tx —  T2  et  de  [7* —  1 72. 

Enfin  on  peut  se  poser  encore  la  question  d’une  autre  maniere.  Soit  une 
fonction  G  speciale  de  p  variables  engendree  par  une  courbe  algebrique  de 
genre  p 

F(x,  y)  ==  o. 

Soient  ux  (x.  y),  u2{x,  y ),  . . up(x ,  y)  les  p  integrales  abeliennes  de  i^re  espfece. 
J’ecrirai  pour  abreger  G(vi)  pour: 

G(vt,  v2,  .  . vp)  [et  Ui{x)  pour  m(x,  y)] 

et  je  considererai  pq  constantes  ou  Tindice  i  varie  de  i  a  p  et  Findice  Jc  de 
i  a  q ■  J’en visage  alors  les  q  equations: 

G\_Ui (xk)  +  m  (x2)  +  •••  +  Ui  (xq)  —  en]  =  o 
G  \w*i  Hh  Wj  (^2)  ~b  ‘  ‘  "b  (‘Tg)  6 12 ]  ==  O 


G  \w*i  (<^i)  “1“  V'i  (#2)  ~b  *  *  *  "b  (*Tg)  ^iq\  —  O 


ou  xl}  x2,  xp  sont  les  ineonnues.  Combien  ces  equations  ont  elles  de  solu¬ 
tions?  C’est  le  probleme  que  j’ai  resolu  par  une  formule  simple  (194),  le  cas  de 
q  =  p  se  reduisant  a  celui  que  j’ai  traite  plus  haut,  tandis  que  le  cas  de  q=i 
n’est  autre  que  celui  de  Riemann. 
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XI.  Fonctions  diverses.  (46,  106,  192). 

Les  fonctions  fuchsiennes  sont  des  fonctions  uniformes  d’une  variable,  inal- 
terees  par  certaines  substitutions  lineaires.  On  est  naturellement  conduit  a  se 
poser  le  probleme  suivant:  Former  des  fonctions  uniformes  de  deux  variables, 
qui  demeurent  inalterees  par  certaines  substitutions  lineaires.  C’est,  comme  on 
sait,  ce  que  M.  Picard  a  fait  avec  un  plein  succes  par  l’invention  des  fonctions 
hyperfuchsiennes. 

Le  premier  probleme  a  resoudre  etait  evidemment  de  trouver  les  groupes 
discontinus  contenus  dans  le  groupe  lineaire  a  deux  variables.  M.  Picard  est 
parvenu  a  en  former  un  grand  nombre  par  des  considerations  arithmetiques. 
J’ai  moi-meme  (25)  demontre  Fexistence  de  deux  classes  de  ces  groupes.  La 
premiere  classe  comprend  les  substitutions  semblables  des  formes  quadratiques 
ternaires  indefinies  quand  les  coefficients  de  ces  formes  et  de  ces  substitutions 
sont  des  entiers  complexes.  La  seconde  classe  ne  differe  pas  essentiellement  des 
groupes  fuchsiens. 

Si  z  designe  en  effet  une  variable  imaginaire 


et  si  l’on  pose 


z  =  £  +  irj 


x  — 


2C 


2  r. 


x  P  |8  4*  if 


I  P  £8  +  r* 


a  tout  groupe  fuchsien  applique  a  2  et  admettant  pour  cercle  fondamental 

«  I  r2  _  T 

S  rt  —  1  > 

correspondra  un  groupe  discontinu  applique  aux  deux  variables  x  et  y .  Ce 
groupe  est  discontinu  lorsque  x  et  y  sont  imaginaires,  ou  bien  reels,  mais  de 
telle  fa^on  que 

x2  +  y2  <  i; 

il  n’est  plus  proprement  discontinu  si  x  et  y  sont  reels  et  si 

x2  4-  y  2>  x . 

C’est  cette  circonstance  qui  explicjue  ce  fait  remarquable:  qu’il  est  impos¬ 
sible  d’imposer  a  une  forme  quadratique  binaire  indefinie  des  conditions  de  re¬ 
duction,  telles  que  chaque  classe  contienne  une  reduite  unique. 
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Mais  les  groupes  de  cette  nature  sont  beaucoup  moins  importants  que  les 
groupes  hyperfuchsiens  proprement  dits.  J’appelle  ainsi  ceux  qui  n’alterent  pas 
r  hypers  pb  ere 

(Je  designe  ici  par  x0  et  y0  les  quantites  imaginaires  conjuguees  de  -x  et 
de  y.) 

Cette  hypersphere  joue  dans  cette  theorie  tout  a  fait  le  meme  role  que  le 
cercle  fondamental  dans  la  theorie  des  fonctions  fuchsiennes. 

J’ai  voulu  contribuer  a  l’etude  de  ces  groupes  et  j’ai  commence  par  rn’oc- 
cuper  des  substitutions  elles-memes.  J’ai  reconnu  (45)  que  la  classification  en 
substitutions  elliptiques,  paraboliques  et  hyperboliques  s’etendait  aux  substitu¬ 
tions  hyperfuchsiennes. 

La  classification  des  groupes  fuchsiens  en  families  est  egalement  applicable 
aux  groupes  hyperfuchsiens.  Si  nous  laissons  de  cote  les  families  mixtes,  nous 
distinguerons  les  groupes  de  la  premiere  famille  qui  contiennent  des  substitu¬ 
tions  elliptiques,  ceux  de  la  deuxieme  famille  qui  n’en  contiennent  pas  d’ellip- 
tiques,  mais  en  contiennent  de  paraboliques,  ceux  de  la  troisieme  famille  qui  n’en 
admettent  que  d’hyperboliques. 

Tous  les  groupes  anterieurement  decouverts  par  M.  Picard  appartenant  a 
la  seconde  famille,  je  signalai  alors  l’existence  de  toute  une  categorie  de  groupes 
de  la  troisieme  famille  et  des  fonctions  hyperfuchsiennes  correspondantes  que 
plusieurs  proprietes  importantes,  distinguaient  des  fonctions  deja  connues. 

On  se  trouve  ici  en  presence  des  memes  difficultes  que  dans  le  probleme 
de  la  formation  des  groupes  fuchsiens.  11  faut  d’abord  former  un  groupe  tel  que 
la  fonction  correspondante  soit  uniforme  dans  le  voisinage  de  chaque  point.  II 
faut  ensuite  reconnaitre  si  ce  groupe  est  effectivement  discontinu.  La  premiere 
difficulte,  bien  que  tres  grande,  est  d’ordre  purement  algebrique.  La  seconde 
exige,  pour  etre  resolue,  1’emploi  de  considerations  etrangeres  a  1’Algebre.  On 
peut  l’eviter  tant  que  1’on  se  borne  aux  groupes  de  la  deuxieme  et  de  la  troi¬ 
sieme  famille;  il  est  necessaire  de  l’aborder  au  contraire  si  l’on  veut  etudier  les 
groupes  de  la  premiere  famille. 

Je  l’avais  resolue,  dans  le  cas  des  groupes  fuchsiens,  par  1’emploi  de  la 
pseud ogeometrie  de  Lowatschevski;  j’avais  reconnu  en  effet  que  certaines  quan¬ 
tites  (analogues  a  ce  que  Lowatschevski  aurait  appele  longueur  ou  surface) 
etaient  des  invariants  par  rapport  aux  substitutions  d’un  groupe  fuchsien  quel- 
conque.  Je  me  suis  done  demande  si  les  substitutions  hyperfuchsiennes  admet- 
taient  de  semblables  invariants  (46).  J’ai  reconnu  qu’il  en  etait  ainsi:  par  con- 
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sequent  tout  groupe,  tel  que  la  fonction  correspondante  soit  unijorme  dans  le  voisi- 
nage  de  chaque  point ,  sera  discontinu. 

La  recherche  des  groupes  hyperfuchsiens  est  done  ramenee  a  un  pur  pro- 
bleme  d’Algebre;  mais  ce  probleme  reste  extremement  difficile  et  il  n’a  ete  re- 
solu  par  M.  Picard  que  dans  un  cas  particular.  J’ai  cherche  a  generaliser 
d’une  autre  maniere  les  transcendantes  uniformes  qui  se  reproduisent  par  des 
substitutions  simples.  J’ai  cherche  s’il  n’existait  pas  des  fonctions  uniformes 
possedant  un  «theoreme  de  multiplication^  e’est  a  dire  subissant  une  transforma¬ 
tion  algebrique,  quand  la  variable  est  multipliee  par  un  facteur  constant.  J’ai 
trouve  (106,  192)  qu’il  existe  une  classe  etendue  de  pareilles  transcendantes.  Ce 
qui  est  interessant,  e’est  le  mode  de  raisonnement  dont  je  me  suis  servi  et  qui 
peut  etre  applique  avec  avantage  a  quelques  questions  relatives  aux  fonctions 
abeliennes. 


TROISIEME  PARTIE. 

QUESTIONS  DIVERSES  BE  MATHEMATIQUES  PURES. 

XII.  Algebre.  (39,  42,  45,  49,  80.) 

C’est  par  un  problem©  d’Arithmetique  que  j’ai  ete  conduit  a  m’occuper 
d’Algebre.  La  theorie  des  formes  arithmetiques  et  des  substitutions  lineaires  a 
coefficients  entiers  appliques  a  ces  formes  est  en  effet  intimement  liee  a  l’etude 
algebrique  de  ces  memes  formes  et  des  substitutions  lineaires  a  coefficients  quel- 
conques  qu’elles  peuvent  subir. 

C’est  ainsi  que  j’ai  ete  amene,  a  deux  reprises  differentes,  a  rechercher 
quelles  sont  les  formes  algebriques  qui  ne  sont  pas  alterees  par  une  substitution 
lineaire  donnee  et  quels  sont  les  groupes  continus  formes  par  ces  substitutions. 
Apres  avoir  classe  (4,  80)  les  substitutions  lineaires  en  quatre  categories  jouissant 
de  proprietes  differentes,  j’ai  cherche  quelles  etaient  les  formes  cubiques  ternaires 
et  quaternaires  qui  sont  reproduites  par  une  substitution  lineaire  donnee  et  par 
un  faisceau  de  substitutions,  c’est-a-dire  par  un  groupe  de  substitutions  permu- 
tables  deux  a  deux.  J’ai  resolu  egalement  le  probleme  inverse,  c’est-a-dire  que 
j’ai  determine  les  substitutions  que  reproduisent  une  forme  cubique  ternaire 
donnee,  ce  qui  m’etait  necessaire  pour  le  but  arithmetique  que  j’avais  en  vue. 

II  restait  a  trouver  les  formes  cubiques  quaternaires  qui  ne  sont  pas  alterees 
par  di verses  substitutions  lineaires  non  permutcibles  entre  elles.  J’y  suis  arrive 
par  une  methode  qui  est  fondee  sur  1’emploi  des  ^crochets  de  Jacobi»  et  dont 
M.  Sophtjs  Lie  a  fait  usage  dans  des  problemes  analogues.  La  methode  n’etait 
d’ailleurs  pas  restreinte  aux  formes  cubiques  quaternaires  et  permettait  de 
trouver  quelles  sont  les  surfaces  qui  ne  sont  pas  alterees  par  deux  transforma¬ 
tions  homologiques  non  permutables. 

Depuis,  j’ai  etendu  ces  resultats  (39)  au  cas  general  de  la  fa^on  suivante. 
Ayant  indique  la  maniere  de  former  les  groupes  continus  contenus  dans  le 
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groupe  lineaire  a  n  variables,  j’ai  etudie  les  formes  bomogenes  par  rapport  a  ces 
variables  qui  ne  sont  pas  alterees  par  les  substitutions  d’un  de  ces  groupes  et  j’ai 
reconnu  que  ces  formes  satisfont  a  un  certain  nombre  d’equations  aux  derivees 
partielles  formant  un  «systeme  complet».  Les  plus  simples  des  groupes  continus 
en  question  jouissent  de  quelques  proprietes  que  je  vais  enoncer  succinctement. 
Si  Ton  forme  le  determinant  des  coefficients  d’une  substitution  lineaire  a  n  va¬ 
riables,  qu’on  ajoute  -f  S  a  chacun  des  termes  de  la  diagonale  principale,  et 
qu’on  egale  a  o  le  determinant  ainsi  obtenu,  on  a  une  certaine  equation  en  S  de 
degre  n. 

Un  groupe  continu  contient  toujours  une  infinite  de  faisceaux ;  on  demontre 
que,  s’il  y  a  dans  le  groupe  une  substitution  admettant  une  certaine  equation 
en  S,  il  y  aura  dans  tons  les  faisceaux  du  groupe  une  substitution  admettant  cette 
meme  equation  en  S. 

Parmi  les  groupes  continus  dont  je  viens  de  parler,  les  plus  interessants 
sont  ceux  qui  donnent  naissance  a  un  systeme  de  nombres  complexes  a  multi¬ 
plication  non  commutative  (comme  sont,  par  exemple,  les  quaternions).  J’ai 
demontre  que  toutes  les  equations  en  S  des  substitutions  de  ces  groupes  ont  des 
racines  multiples. 

Je  suis  revenu  depuis  sur  ces  groupes  particulars  (49).  Les  recherches  de 
M.  Sylvester  sur  les  matrices  avaient  de  nouveau  attire  Fatten tion  des  savants 
sur  les  nombres  complexes.  On  pouvait  se  demander  s’il  en  existait  d’autres 
que  ces  matrices  et  leurs  combinaisons.  J’ai  montre  qu’il  y  en  avait  encore 
d’autres  classes  parmi  lesquelles  j’ai  signale  une  classe  de  <<ternions». 

Je  rattacherai  a  ces  etudes  algebriques  une  Note  (42)  ou  j’enonce  un  re- 
sultat  analogue  a  un  important  theoreme  de  M.  Laguerre.  Soit  une  equation 
algebrique  ayant  p  racines  positives;  j’ai  demontre  qu’on  pouvait  toujours  en 
multiplier  le  premier  membre  par  un  polynome  choisi  de  telle  sorte  que  le  pro- 
duit  n’ait  que  p  variations.  Parmi  tous  les  polynomes  qui  satisfont  a  cette  con¬ 
dition,  il  y  en  a  evidemment  un  dont  le  degre  est  minimum;  mais  je  n’ai  pu  le 
trouver  que  dans  des  cas  particuliers. 


XIII.  Groupes  Continus.  (178,  274.) 

On  vient  de  voir  comment  mes  recherches  sur  l’algebre  m’avaient  amene  a 
m’occuper  des  groupes  continus.  C’est  ainsi  que  j’avais  montre  (49)  le  lien  qui 
unit  ces  groupes  aux  nombres  complexes:  j’avais  enonce  a  ce  sujet  un  theoreme 
dont,  detourne  par  d’autres  travaux,  je  n’ai  jamais  publie  la  demonstration,  mais 
qui  a  ete  depuis  demontre  par  M.  Study. 


Analyse  de  ses  travaux  scientifiques. 
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Je  me  suis  servi  egalement  des  groupes  continus  dans  un  travail  relatif  aux 
geometries  non  euclidiennes  (226)* 

Mais  ce  n’est  que  beaucoup  plus  recemment  que  j’ai  aborde  la  theorie  gene- 
rale  de  ces  groupes. 

Lie  avait  demontre  au  sujet  de  ces  groupes  trois  theor ernes  fondamentaux. 
D’apres  le  troisieme  de  ces  theoremes,  il  existe  toujours  un  groupe  qui  admet 
des  equations  de  structure  donnees  pourvu  que  ces  equations  satisfassent  aux 
conditions  jacobiennes. 

Lie  a  donne  de  ce  theoreme  deux  demonstrations.  La  premiere  s’applique 
seulement  aux  groupes  qui  ne  contiennent  pas  de  substitutions  permutables  a 
toutes  les  autres  substitutions.  Elle  ne  laisse  rien  a  desirer  au  point  de  vue  de 
la  simplicity.  La  seconde  s’applique  a  tous  les  groupes;  elle  est  beaucoup  plus 
indirecte  et  plus  compliquee. 

Je  me  suis  propose  de  donner  de  ce  troisieme  theoreme  une  demonstration 
directe  et  simple,  applicable  a  tous  les  eas.  J’y  suis  parvenu  (178,  274)  grace  a 
l’emploi  d’une  notation  symbolique  tres  abregee. 

Je  dois  dire  quelques  mots  sur  le  caractere  de  cette  demonstration.  Etant 
donnees  les  equations  de  structure,  c’est  a  dire  les  regies  de  la  composition  des 
substitutions  infinitesimales,  j’ai  cherche  a  en  deduire  les  regies  de  la  compo¬ 
sition  des  substitutions  finies.  Or  ces  regies  s’expriment  par  des  series  infinies; 
j’ai  reconnu  que  ces  series  pouvaient  se  sommer  par  des  formules  ou  n’entrent  pas 
d ’autre  transcendantes  que  des  exponentielles. 

Je  me  pla^ais  ainsi  au  point  de  vue  formel,  en  introduisant  des  formules 
qui,  faisant  compl&tement  abstraction  de  la  «matifere»  du  groupe,  sont  egalement 
applicables  a  tous  les  groupes  isomorphes.  Mais  ces  formules  elles-memes  nous 
font  connaitre  les  transformations  que  subissent  les  parametres  qui  definissent 
une  substitution  du  groupe  lorsque  Ton  compare  cette  substitution  avec  une 
autre  substitution  du  groupe.  Ces  transformations  forment  un  groupe  isomorphe 
a  celui  que  l’on  se  proposait  de  former;  ce  groupe  porte  le  nom  de  groupe  pa- 
rametrique. 

Nos  formules  nous  permettent  done  de  former  effectivement  ce  groupe 
parametrique.  Ainsi  non  seulement  elles  demontrent  l’existence  d’un  groupe  de 
structure  donnee,  mais  elles  donnent  le  moyen  de  le  former  effectivement.  Lie 
avait  demontre  que  la  formation  d’un  pared  groupe  pouvait  se  ramener  a  Inte¬ 
gration  d’un  systeme  d’equations  differentielles  ordinares.  J’ai  fait  voir  que 
non  seulement  on  pouvait  sans  integration  former  les  substitutions  infinitesimales 
du  groupe,  mais  que  dans  le  cas  le  plus  defavorable,  la  formation  des  substitu¬ 
tions  finies  pouvait  se  ramener  a  une  simple  quadrature. 
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Dans  le  cas  particulier  auquel  s’appliquait  la  premiere  demonstration  de  Lie, 
les  formules  auxquelles  on  parvient  sont  assez  simples,  moins  simples  toutefois 
que  celles  de  Lie.  En  tout  cas,  elles  sont  differentes  et  on  ne  voit  pas  imme- 
diatement  comment  on  peut  passer  des  unes  aux  autres.  La  comparaison  des 
deux  sortes  de  formules  n’en  est  que  plus  instructive.  Elle  nous  fait  retrouver 
un  certain  nombre  de  theoremes  de  Killing.  L’etude  des  formules  obtenues 
nous  fait  d’ailleurs,  meme  dans  le  cas  general,  retomber  sur  ces  memes  theoremes. 


XIV.  Algebre  de  Tinflni.  (89,  91,  215.) 

J’ai  ete  conduit  par  diverses  considerations  a  une  generalisation  de  la 
theorie  des  determinants  et  des  proeedes  par  lesquels  on  resout  n  equations 
lineaires  a  n  inconnues. 

Dans  certaines  questions  d’Analyse  on  est  conduit  a  envisager  un  systeme 
de  relations  que  Ton  peut  regarder  comme  une  infinite  d’equations  lineaires  a 
une  infinite  d’inconnues. 

Soit  un  systeme  de  nombres  donnes  formant  un  tableau  infini  a  double 
entree.  Je  designerai  le  terme  general  de  ce  tableau  par  la  notation 

anp  (n,p=  1,2,  ..  .  ,00). 

Le  probleme  a  resoudre  consiste  a  determiner  une  infinite  de  nombres 

a  i ,  2 ,  .  •  •  ,  >  •  •  •  9 


de  telle  fagon  que  les  series 


n  =  oo 

Sp  —  2  a'ipxn  (p  =  I,2,...,cc) 

n— 1 

soient  absolument  convergentes  et  aient  pour  somme  0. 

Ces  equations  lineaires,  que  Pon  peut  ecrire 

2n&np%n  ^  9, 

se  rencontrent  en  particulier  dans  les  circonstances  suivantes: 

i°  Quand  on  cherche  le  quotient  de  deux  series  trigonometriques; 

2°  Quand,  ayant  a  integrer  une  equation  differentielle  lineaire  dont  les 
coefficients  sont  des  series  trigonometriques,  on  cherche  a  y  satisfaire  par  une 
autre  serie  trigonometrique. 


Analyse  de  ses  travaux  scientifiques. 
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Ce  dernier  probleme  se  rencontre  souvent  en  Mecanique  celeste. 

Jusqu’a  oes  derniers  temps,  on  ne  s'etait  pas  preoccupe  de  savoir  a  quelles 
conditions  les  regies  ordinaires  du  calcul  pouvaient  efcre  appliquees  a  de  sem- 
blables  equations.  Cependant  deux  savants,  ayant  rencontre  ce  m§me  probleme 
dans  deux  ordres  de  recherches  tres  different^,  n’ont  pas  hesite  a  employer  les 
regies  de  PAlgebre  ordinaire. 

L’un  d5eux  est  M.  Appell,  qui  est  arrive  a  des  equations  de  la  forme  que 
nous  etudions  en  cherchant  a  developper  les  fonctions  elliptiques  en  series  tri- 
gonometriques.  Les  traitant  d’apres  les  regies  du  fini,  il  est  parvenu  a  des  for- 
mules  qui  concordent  avec  les  resultats  bien  connus  ou  conduisent  les  autres 
methodes, 

D'un  autre  cote,  M.  Hill,  en  voulant  determiner  le  mouvement  du  perigee 
de  la  Lune,  a  applique  aussi  au  probleme  qui  nous  occupe  les  procedes  ordinaires 
de  PAlgebre.  Cependant,  le  nombre  auquel  il  arrive  differe  tres  peu  du  nombre 
observe,  et  la  faible  divergence  qui  subsiste  provient  simplement  de  l’inclinaison 
de  Porbite  que  M.  Hill  avait  negligee. 

La  hardiesse  de  M.  Appell  et  celle  de  M.  Hill  avaient  done  ete  egalement 
lieureuses;  mais  elles  n’efcaient  justifiees  que  par  le  succes.  Neanmoins  ce  succes 
lui-mesme  devait  faire  desirer  une  etude  rationnelle  de  la  question. 

C’est  cette  etude  que  j’ai  entreprise  dans  deux  courtes  Notes  inserees  au 
Bulletin  de  la  Societe  mathematique  de  France  (89,  91).  Je  suis  parvenu  a  demon- 
trer  rigoureusement  que  les  equations  considerees  par  MM.  Appel  et  Hill  ad- 
mettent  effectivement  les  solutions  trouvees  par  ces  auteurs.  Mais  elles  en  ad- 
mettent  en  m^me  temps  une  infinite  d’autres;  elles  ne  suffisent  done  pas  pour 
determiner  les  inconnues.  M.  Appell,  de  meme  que  M.  Hill,  cherchait  a  cal- 
culer  les  coefficients  d’une  serie.  Or  ces  coefficients  ne  devaient  pas  seulement 
satisfaire  aux  equations  envisagees,  ils  devaient  encore  etre  tels  que  la  serie  fut 
convergente.  Or,  parmi  les  solutions  en  nombre  infini  qui  admettent  ces  equa¬ 
tions,  il  se  trouve  qu'une  seule  remplit  cette  seconde  condition,  et  e’est  preei- 
sement  celle  des  auteurs  que  je  viens  de  citer. 

C’est  cette  circonstance  qui  explique  le  succes  obtenu  par  ces  deux  savants 
geometres;  leur  methode  est  maintenant  a  Pabri  de  toute  objection;  mais  il  est 
aise  de  voir  que  les  considerations  qu’ils  ont  invoquees  ne  suffisaient  pas  pour 
la  justifier. 

Je  vais  maintenant  parler  des  procedes  qui  m’ont  fait  parvenir  a  ces  re¬ 
sultats.  J’ai  commence  par  m’oecuper  du  cas  particulier  oil 


anp  — 
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et  j’ai  reconnu  que  la  solution  du  probl&me  dependait  de  la  decomposition  de  la 
fonction  meromorphe 

i 

m 

en  fractions  simples,  en  appelant  f(z)  la  fonction  entiere  transeendante  qui 
admet  pour  zeros  les  nombres  an . 

J’ai  reconnu  egalement  qu’on  peut  faire  usage  de  considerations  analogues 
dans  le  cas  general. 

Enfin,  j’ai  rencontre  un  fait  reellement  inattendu  et  tout  a  fait  particulier  a 
cette  theorie.  Les  egalites  a  traiter 

a  up  xn  =  o , 

qui  sont  en  nombre  infini,  peuvent  etre  remplacees  par  une  infinite  d’inegalites. 
II  suffit,  en  effet,  pour  que  les  nombres  xn  satisfassent  a  ces  equations,  que  cer- 
taines  series  qui  en  dependent  soient  absolument  convergentes, 

Dans  1’etude  de  cette  question,  on  est  naturellement  conduit  a  considerer 
des  determinants  d’ordre  infini.  A  cet  effet,  on  ecrira  le  tableau  a  double  entree 
des  quantites  aup ,  on  forraera  un  determinant  avec  les  n  premieres  lignes  et  les 
n  premieres  colonnes  de  ee  tableau,  et  Ton  fera  croitre  ainsi  n  indefiniment.  II 
convient  de  supposer 

dnn  ~  I  • 

On  doit  alors  se  demander  a  quelle  condition  un  pareil  determinant  con¬ 
verge.  J’ai  trouve  pour  ces  determinants  une  regie  de  convergence  qui  presente 
la  plus  grande  analogic  avec  la  regie  relative  aux  produits  infinis. 

Mais  en  ce  qui  concerne  l’applieation  de  la  methode  de  M.  Hill  a  la  Me- 
canique  celeste  toutes  les  difficultes  n’etaient  pas  encore  surmontees.  Le  deter¬ 
minant  de  Hill  depend  d’un  certain  parametre.  II  fallait  demontrer  d’abord 
que  c’est  une  fonction  entiere  de  ce  param&tre,  puis  que  cette  fonction  entiere 
se  reduit  a  un  cosinus. 

J’y  suis  parvenu  (279,  Ch.  XVII)  par  une  application  des  memes  principes; 
mais  dans  la  premiere  marche  que  j’ai  suivie  pour  cela,  il  a  ete  necessaire  de 
determiner  le  genre  de  cette  fonction  entiere  et  j’ai  du  pour  cela  me  servir  des 
theoremes  de  M.  Hadamard  cites  plus  haut  (Ch.  VI).  Pour  eviter  ce  detour, 
j’ai  cru  devoir  revenir  (215)  sur  la  meme  question  et  j’ai  simplifie  considerable- 
ment  ma  premiere  demonstration. 


Analyse  de  ses  travaux  scientifiques. 
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XV.  Arithmetique.  (2,  4,  5,  8,  21,  51,  61,  79,  81,  82,  90,  98,  99,  191,  127,  193.) 

Mes  recherches  arithmetiques  ont  presque  exclusivement  porte  sur  la  theorie 
des  formes.  Je  vais  commencer  par  exposer  les  resultats  que  j’ai  obtenus  au 
sujet  des  formes  quadratiques. 

On  sait  (79)  qu’on  represente  la  forme  quadratique  definie 

ax2  +  2  bxy  +  cy 2,  D  =  b2  —  ac  <  o 

par  un  reseau  de  parallelogrammes  dont  les  sommets  ont  pour  coordonnees 

ou  bien  encore 

ax  +  by ,  y  V — D . 

Ce  mode  de  representation  ne  peut  pas  s’etendre  aux  formes  indefinies.  Je 
represente  alors  la  forme  quadratique  par  le  reseau  dont  les  sommets  ont  pour 
coordonnees 

ax  +  by,  y , 

mode  de  representation  qui  s’applique  a  la  fois  aux  formes  definies  et  indefinies. 
Je  reconnus  d’abord  que  les  reseaux  de  parallelogrammes  jouissent  de  proprietes 
analogues  a  celles  des  nombres,  et  j’ai  esquisse  une  arithmetique  des  reseaux  ou 
l’on  trouve  des  theories  analogues  a  celles  de  la  divisibilite,  des  plus  grands 
communs  diviseurs  et  des  plus  petits  eommuns  multiples  et  meme  des  nombres 
premiers. 

Ma  maniere  de  representer  les  formes  indefinies  me  conduit  a  une  definition 
nouvelle  de  la  reduction  de  ces  formes.  L’ unique  condition  de  reduction,  c’est 
que  les  coefficients  extremes  doivent  etre  de  signe  contraire.  Avec  cette  defini¬ 
tion,  la  reduction  continuelle  d’une  forme  indefinie  est  susceptible  d’une  inter¬ 
pretation  geometrique  tres  simple.  Je  represente  une  forme  par  un  certain 
triangle  T  qui  n’est  autre,  d’ailleurs,  que  le  triangle  fondamental  de  notre  reseau 
de  parallelogrammes.  Si  la  forme  est  reduite,  des  deux  droites  y=±  xVD,  1’une 
traverse  le  triangle  T ,  l’autre  lui  reste  exterieure.  Achevons  le  parallelogramme 
dont  notre  triangle  est  la  moitie  et  partageons-le  de  nouveau  en  deux  triangles 
en  menant  la  seconde  diagonale;  de  ces  deux  nouveaux  triangles,  un,  et  un  seu- 
lement,  sera  traverse  par  Tune  des  droites  y  =  ±xVD.  Ce  triangle  represented 
la  reduite  contigue  a  celle  que  representait  le  triangle  T.  En  poursuivant  inde- 
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finiment  de  la  sorte,  on  trouve  une  serie  de  triangles  qui  representent  la  reduc¬ 
tion  continuelle  de  la  forme  envisagee. 

On  peut,  au  lieu  des  droites  y—  ±xVDy  considerer  deux  droites  quelcon- 
ques  passant  par  l’origine.  On  trouve  ainsi,  appliquant  les  memes  procedes  a 
ces  deux  droites,  une  representation  geometrique  des  reduites  successives  d’une 
fraction  continue.  On  est  naturelleraent  conduit  a  une  generalisation  immediate. 
Passons,  en  effet,  du  plan  a  l’espace,  rempla^ons  le  reseau  par  un  assemblage  a 
la  Bravais  et,  au  lieu  de  deux  droites,  faisons-en  passer  trois  par  Forigine.  Les 
memes  considerations  seront  applicables,  et  l’on  sera  ainsi  amene  a  une  genera¬ 
lisation  des  fractions  continues,  a  laquelle  j’ai  consacre  une  Note  (51),  mais 
qui,  malheureusement,  ne  donne  pas  une  approximation  tres  rapide. 

II  me  reste,  pour  terminer  Fanalyse  de  mon  Memoire  sur  les  formes  qua- 
dratiques  (79),  a  signaler  deux  resultats: 

Je  retrouve,  en  poursuivant  Fetude  de  cette  representation  geometrique,  les 
lois  de  la  composition  des  formes  demontrees  par  Gauss. 

Enfin,  je  termine  ce  Memoire  par  Fetude  des  nombres  ideaux,  qui  ont  pour 
origine  les  formes  quadratiques  binaires. 

On  sait  que,  lorsqu’on  fait  subir  a  une  forme  algebrique  des  substitutions 
lineaires  quelconques ,  certaines  fonctions  des  coefficients  demeurent  inalterees: 
ce  sont  les  invariants.  En  dehors  de  ces  invariants  algebriques ,  dont  Fetude  a 
ete  poussee  tres  loin,  il  y  a,  ainsi  que  je  Fai  demontre  (2,  98),  d’autres  fonctions 
des  coefficients  qui  sont  alterees  quand  on  applique  a  la  forme  une  substitution 
a  coefficients  fractionnaires  ou  incommensurables,  mais  qui  se  reproduisent  au 
contraire  quand  on  lui  fait  subir  une  substitution  a  coefficients  entiers.  Ce  sont 
les  invariants  arithmetiques .  Les  formes  lineaires  binaires  qui  n’ont  pas  d’inva- 
riants  algebriques  ont,  au  contraire,  des  invariants  arithmetiques  dont  Fetude  se 
rattache  a  la  theorie  des  fonctions  elliptiques  et  a  celle  des  fonctions  modulaires 
et  des  fonctions  fuchsiennes.  Ces  invariants  peuvent  etre  utilises  pour  la  solution 
des  deux  problemes  suivants: 

i°.  Trouver  le  plus  petit  nombre  represente  par  une  forme  quad  rat  ique 
binaire  indefinie; 

2°.  Reconnaitre  si  deux  formes  quadratiques  binaires  indefinies  sont  equi- 
valentes. 

A  cet  effet,  on  decompose  ehacune  de  ces  formes  en  deux  facteurs  lineaires 
et  Fon  exprime  en  fonction  des  invariants  de  ces  facteurs  les  coefficients  de  la 
substitution  qui  permet  de  passer  d’une  forme  a  Y autre,  a  supposer  qu'elles  soient 
equivalentes .  II  est  aise  ensuite  de  voir  si  les  coefficients  ainsi  obtenus  sont 
entiers  et  s’ils  permettent  effect ivement  de  passer  d’une  forme  a  Fautre.  Dans 
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le  cas  ou  il  n’en  serait  pas  ainsi,  on  serait  certain  qu’il  n’y  aurait  pas  equi¬ 
valence. 

Les  formes  quadratiques  binaires  definies  ou  indefinies  possedent  egalement 
des  invariants  arithmetiques  dont  j’ai  etudie  les  proprietes.  Pour  que  deux  for¬ 
mes  soient  equivalentes,  il  faut  et  il  suffit  que  tous  leurs  invariants  soient  egaux. 
Toutefois,  pour  reconnaitre  rapidement  ^equivalence,  il  est  preferable  de  decom¬ 
poser  chaque  forme  en  deux  facteurs  lineaires  et  d’envisager  les  invariants  de  ce 
systeme  de  formes  lineaires. 

Tous  ces  invariants  sont  susceptibles  d’etre  exprimes:  i°  par  des  integrates 
definies;  2°  par  des  series. 

L’un  des  problemes  les  plus  importants  qui  se  posent  au  sujet  des  formes 
quadratiques  ternaires  indefinies  est  l’etude  des  proprietes  des  groupes  discon- 
tinus  formes  par  les  «substitutions  semblables»,  c’est-a-dire  par  les  substitutions 
lineaires  qui  n’alterent  pas  ces  formes  (99,  61).  Soit  F  (x,  y ,  z)  une  forme  qua- 
dratique  indefinie.  On  peut  choisir  la  eonstante  K  de  telle  fa^on  que  F(xiy,z)=K 
represente  un  hyperboloide  a  deux  nappes.  Les  substitutions  semblables  chan- 
geront  alors  un  point  de  cet  hyperboloide  en  un  autre  point  de  cette  nteme 
nappe,  de  sorte  que,  le  groupe  etant  discontinu,  l’hyperboloide  se  trouvera  par- 
tage  en  une  infinite  de  polygones  curvilignes,  dont  les  cotes  seront  des  sections 
diametrales  de  la  surface.  Les  substitutions  semblables  changeront  ces  polygones 
les  uns  dans  les  autres.  Faisons  maintenant  une  perspective  en  plagant  l’oeil  en 
un  ombilic  de  la  surface  et  prenant  pour  plan  du  tableau  une  section  circulaire. 
Une  nappe  de  l’hyperbololde  se  projettera  suivant  un  cercle,  et  les  polygones 
que  nous  avons  traces  sur  cette  nappe  se  projetteront  suivant  des  polygones 
curvilignes,  limites  par  des  arcs  de  cercle  reproduisant  identiquement  la  figure 
dont  nous  avons  parle  (p.  44  et  suivantes),  a  propos  de  la  theorie  des  groupes 
fuchsiens.  Ainsi,  l’etude  des  groupes  de  substitutions  semblables  des  formes 
quadratiques  est  ramenee  a  celle  des  groupes  fuchsiens,  ce  qui  est  un  rappro¬ 
chement  inattendu  entre  deux  theories  tres  differentes  et  une  application  nou- 
velle  de  la  Geometrie  non  euclidienne 

Apres  avoir  signale  un  certain  nombre  de  proprietes  de  ces  groupes  fuch¬ 
siens  particuliers,  j’ai  aborde  une  question  un  peu  differente. 

Les  substitutions  semblables  sont  celles  qui  reproduisent  une  forme  quadra- 
tique  et  qui  en  meme  temps  appartiennent  au  groupe  G  des  substitutions  a  coef¬ 
ficients  entiers.  On  peut  rechereher  alors  les  substitutions  qui  reproduisent  la 
forme  quadratique  et  qui  en  meme  temps  appartiennent  a  un  autre  groupe,  par 
exemple  a  un  sous-groupe  du  groupe  G.  Cela  nous  permet  en  meme  temps  de 
generaliser  la  theorie  de  l’equivalence  des  formes  et  de  leur  reduction. 

Acta  matfiematica.  38.  Imprime  le  27  mars  1913. 
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On  obtient  aisement  des  groupes  de  ces  substitutions  semblables  generalises 
et  l’on  reconnait  que  ee  sont  encore  des  groupes  fuchsiens.  En  reflechissant  en- 
suite  aux  relations  de  ces  divers  groupes  fuchsiens,  j’ai  demontre  que  les  fonc- 
tions  fuchsiennes  correspondantes  jouissent  d’une  propriete  analogue  au  theoreme 
d’addition  des  fonctions  elliptiques,  ce  qui  n’est  pas  vrai  des  fonctions  fuch¬ 
siennes  les  plus  generates. 

Passons  maintenant  aux  formes  d’ordre  superieur  au  second  (81).  Le  pre¬ 
mier  probleme  a  resoudre  est  la  reduction  de  ces  formes  et  Petude  des  conditions 
de  leur  equivalence.  La  solution  a  ete  trouvee  par  M.  Hermite;  bien  que  le 
savant  geometre  n’ait  parle  que  des  formes  binaires  et  des  formes  quadratiques, 
sa  methode  s’applique,  sans  qu’on  ait  rien  a  y  changer,  a  une  forme  tout  a  fait 
quelconque.  C’est  ainsi  que  M.  Jordan,  etendant  a  un  cas  tres  general  un 
theoreme  de  M.  Hermite,  a  demontre  que,  toutes  les  fois  que  le  discriminant 
n’est  pas  nul,  toutes  les  formes  qui  ont  tnemes  invariants  algebriques  se  repar- 
tissent  en  un  nombre  fini  de  classes.  J’ai  moi-meme  generalise  le  theoreme  de 
M.  Jordan,  en  montrant  qu’il  subsiste,  pourvu  que  certains  invariants  ne  soient 
pas  tous  nuls  a  la  fois. 

J’ai  cherche  ensuite  a  appliquer  la  methode  generate  aux  formes  cubiques 
ternaires  que  j’avais  deja  etudiees  au  point  de  vue  algebrique  dans  un  Memoire 
precedent.  Je  suis  arrive  a  trouver  les  limites  superieures  des  coefficients  d’une 
reduite  dont  les  invariants  sont  donnes,  pourvu  que  le  discriminant  ne  soit  pas 
nul.  Le  nombre  des  classes  est  alors  limite  et,  dans  chaque  classe,  il  n’y  a 
qu’une  reduite. 

Lorsque  la  forme  egalee  a  zero  represente  une  courbe  de  quatrieme  classe, 
le  discriminant  est  nul  et  le  nombre  des  classes  est  infini,  mais  chacune  d’elles 
ne  contient  qu’une  reduite.  Si  la  courbe  est  de  troisieme  classe,  le  nombre  des 
classes  est  infini  et  chacune  d’elles  contient  un  nombre  fini  de  reduites  formant 
une  chaine  limitee  a  ses  deux  extremites.  Si  la  courbe  se  decompose  en  une  coni- 
que  et  une  droite  qui  la  coupe,  le  nombre  des  classes  est  tantot  fini  et  tantot 
infini;  de  plus,  la  chaine  formee  par  les  reduites  d’une  raeme  classe  est,  tantot 
limitee  comme  dans  le  cas  precedent,  tantot  illimitee  de  telle  fagon  que  les  me- 
mes  reduites  s’y  reproduisent  periodiquement.  Si  enfin  la  droite  est  tangente  a 
la  conique,  les  reduites  ne  forment  plus  une  chaine,  mais  un  reseau. 

J’ai  ensuite  applique  la  meme  methode,  non  plus  a  une  forme  unique,  mais 
a  un  systeme  de  formes,  et  j’ai  choisi  comme  exemple  le  systeme  d’une  forme 
quadratique  ternaire  et  d’une  forme  (5,  82)  lineaire  dont  j’ai  etudie  la  reduction 
simultanee.  La  reduction  eontinuelle  d’un  pared  systeme  de  formes  est  tout  a 
fait  analogue  a  celle  d’une  forme  unique.  Elle  pcut  servir  egalement  a  deter- 
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miner  les  substitutions  semblables  du  systeme.  Ces  substitutions  semblables 
existent  tou jours;  mais,  ayant  voulu,  dans  un  exemple  particular,  calculer  les 
coefficients  de  la  plus  simple  d’entre  elles,  j’ai  trouve  des  nombres  entiers  de 
plus  de  huit  chiffres. 

Les  lois  de  la  reduction  d’une  forme  quelconque  etant  connues,  il  est  facile 
de  recon naitre  si  deux  formes  sont  equivalentes;  mais  ce  n’est  la  qu’un  premier 
pas.  Le  principal  probleme  a  resoudre,  c’est  de  recherclier  si  un  nombre  donne 
peut  etre  represente  par  une  forme  donnee.  Je  me  suis  occupe  specialement  de 
la  representation  par  une  forme  binaire  (8,  90).  Egalant  la  forme  binaire  a  0, 

cc  s* 

on  en  tire  pour  le  rapport  -  une  certaine  valeur.  Avec  cette  valeur,  je  forme 

un  systeme  de  nombres  complexes  et  d’ideaux.  Le  probleme  de  la  representation 
des  nombres  par  les  formes  se  ramene  a  la  recherche  des  ideaux  de  norme 
donnee.  J’ai  donne,  en  me  fondant  sur  les  mSmes  principes  que  dans  mon  Me- 
moire  intitule  Sur  tin  mode  nouveau  de  representation  geometrique  des  formes  qua- 
dratiques ,  la  maniere  de  former  tous  les  ideaux  de  norme  N>  de  former  tous  les 
ideaux  premiers  et  leurs  puissances,  de  multiplier  deux  ideaux,  de  decomposer 
un  ideal  en  facteurs  premiers,  etc.  Pour  cela  j ’envisage  une  certaine  congruence, 
que  je  decompose  en  facteurs  irreductibles.  A  chacun  de  ces  facteurs  irreduc- 
tibles  correspond  un  ideal. 

On  trouve  toutes  les  representations  d’un  nombre  donne  quand  on  connait 
tous  les  ideaux  dont  la  norme  est  le  nombre  donne,  mais  tous  ces  ideaux  ne 
donnent  pas  naissance  a  une  representation  du  nombre.  II  importerait  done  de 
savoir  distinguer  a  priori  quels  sont  les  ideaux  qui  conduiront  a  une  pareille  re¬ 
presentation.  Tout  ce  que  j’ai  pu  faire  dans  ce  sens  a  ete  de  montrer  qu’ils  de- 
vaient  tous  se  trouver  parmi  les  ideaux  auxquels  correspond  un  facteur  irreduc- 
tible  lineaire  de  la  congruence  dont  j’ai  parle  plus  haut  (et  par  consequent  une 
racine  reelle  de  cette  congruence). 

Dans  deux  Notes  que  j’ai  eu  l’honneur  de  presenter  a  I’Academie  les  9  et 
16  janvier  1882,  j’ai  cherche  quelle  etait  la  veritable  signification  de  la  notion 
de  genre  definie  par  Gauss  pour  les  formes  quadratiques  binaires  et  etendue  par 
Eiseksteust  aux  formes  quadratiques  ternaires,  et  je  suis  arrive  a  en  donner  les 
definitions  suivantes: 

i°.  Deux  formes  sont  equivalentes  suivant  le  module  n ,  si  Ton  peut  ap- 
pliquer  a  la  premiere  de  ces  formes  une  substitution  a  coefficients  entiers,  telle 
que  les  coefficients  de  la  transformee  ainsi  obtenue  ne  different  de  ceux  de  la 
seconde  forme  que  par  des  multiples  de  n; 
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2°.  Deux  formes  sont  de  raeme  genre  lorsqu’elles  sont  equivalentes  suivant 
un  module  quelconque. 

II  est  clair  que  cette  definition  peut  s’appliquer  a  des  formes  tout  a  fait 
quelconques  auxquelles  j’ai  etendu  egalement  la  definition  de  Vordre.  J’ai  ap¬ 
plique  ces  principes  aux  formes  quadratiques  quaternaires  et  cubiques  binaires. 

Dans  un  autre  ordre  d’idees,  j’ai  eherche  a  generaliser  l’elegante  methode  de 
Tchebicheff  pour  l’etude  de  la  distribution  des  nombres  premiers.  J’ai  reconnu 
qu’elle  pouvait  s’appliquer  presque  sans  changement  aux  nombres  complexes  de 
la  forme  a  +  b  V — i  (127,  193).  Au  point  de  vue  des  nombres  reels,  cela  permet 
de  comparer  la  distribution  des  nombres  premiers  de  la  forme  471  +  i  a  celle 
des  nombres  premiers  de  la  forme  471  +  3. 

XVI.  Analysis  Situs.  (134,  139,  177,  199,  222,  243.) 

L’Analysis  Situs  est  la  science  qui  nous  fait  connaitre  les  proprietes  quali¬ 
tative s  des  figures  geometriques  non  seuleraent  dans  l’espace  ordinaire,  mais  dans 
l’espace  a  plus  de  trois  dimensions. 

L’Analysis  Situs  a  3  dimensions  est  pour  nous  une  connaissance  presque 
intuitive,  L’Analysis  Situs  a  plus  de  3  dimensions  presente  au  contraire  des  diffi¬ 
cult^  enormes;  il  faut  pour  tenter  de  les  surmonter  etre  bien  persuade  de  l’ex- 
treme  importance  de  cette  science. 

Si  cette  importance  n’est  pas  comprise  de  tout  le  monde,  c’est  que  tout  le 
monde  n’y  a  pas  suffisamment  reflechi.  Mais  que  l’on  pense  aux  avantages 
qu’ont  tires  les  analystes  des  representations  geometriques,  meme  dans  des 
questions  d’ Analyse  Pure  et  d’Arithmetique;  que  l’on  estime  le  soulagement  que 
ces  methodes  ont  procure  a  1 ’esprit  des  chercheurs.  Combien  il  est  regrettable 
que  cet  instrument  merveilleux  se  trouve  hors  d’usage  d&s  que  le  nombre  des 
dimensions  surpasse  trois. 

Riemann,  qui  avait  fait  de  cet  instrument  l’usage  que  Ton  sait,  avait  bien 
compris  combien  il  serait  important  d’y  suppleer  et  on  a  retrouve  dans  ses  pa- 
piers  quelques  notes,  malheureusement  un  peu  informes  mais  qui  servent  encore 
aujourd’hui  de  base  a  toutes  nos  connaissances  sur  l’Analysis  Situs  a  plus  de 
trois  dimensions. 

On  a  dit,  ecrivais-je  (ou  a  peu  pres)  dans  une  preface  (199),  que  la  geome¬ 
tric  est  l’art  de  bien  raisonner  sur  des  figures  mal  faites.  Oui,  sans  doute,  mais 
a  une  condition.  Les  proportions  de  ces  figures  peuvent  etre  grossierement  al- 
terees,  mais  leurs  elements  ne  doivent  pas  etre  transposees  et  ils  doivent  con- 
server  leur  situation  relative.  En  d’autres  termes,  on  n’a  pas  a  s’inquieter  des 
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proprietes  quantitatives,  mais  on  doit  respecter  les  proprietes  qualitatives,  c’est 
a  dire  precisement  celles  dont  s’occupe  PAnalysis  Situs. 

Cela  doit  nous  faire  comprendre  qu’une  methode  qui  nous  ferait  connaitre 
les  relations  qualitatives  dans  Pespace  a  plus  de  trois  dimensions,  pourrait,  dans 
une  certaine  mesure,  rendre  des  services  analogues  a  ceux  que  rendent  les  figures. 
Cette  methode  ne  peut  etre  que  PAnalysis  Situs  a  plus  de  trois  dimensions. 

Malgre  tout,  cette  branehe  de  la  science  a  ete  jusqu’ici  peu  cultivee.  A- 
pres  Riemann  est  venu  Betti  qui  a  introduit  quelques  notions  fondamentales; 
mais  Betti  n’a  ete  suivi  par  personne. 

Quant  a  moi,  toutes  les  voies  diverses  ou  je  m’etais  engage  successivement 
me  conduisaient  a  PAnalysis  Situs.  J’avais  besoin  des  donnees  de  cette  science 
pour  poursuivre  mes  etudes  sur  les  courbes  definies  par  les  equations  differen- 
tielles  (vide  supra  §  V)  et  pour  les  etendre  aux  equations  differentielles  d’ordre 
superieur  et  en  particulier  a  celles  du  probleme  des  trois  corps.  J’en  avais  be¬ 
soin  pour  l’etude  des  fonctions  non  uniformes  de  2  variables.  J’en  avais  besoin 
pour  l’etude  des  periodes  des  integrates  multiples  et  pour  Papplication  de  cette 
etude  au  developpement  de  la  fonction  perturbatrice. 

Enfin  j’entrevoyais  dans  PAnalysis  Situs  un  moyen  d’aborder  un  probleme 
important  de  la  theorie  des  groupes,  la  recherche  des  groupes  discrets  ou  des 
groupes  finis  contenus  dans  un  groupe  continu  donne. 

C’est  pour  toutes  ces  raisons  que  je  consacrai  a  cette  science  un  assez  long 
travail  (134,  139,  199).  Je  commence  par  donner  plusieurs  definitions  des  varie- 
tes  de  Pespace  a  plus  de  trois  dimensions  et  par  introduire  la  notion  fondamen- 
tale  de  Pbomeomorphisme  qui  est  la  relation  de  deux  varietes  qui  ne  sont  pas 
distinctes  au  point  de  vue  de  leurs  proprietes  qualitatives. 

Je  suis  amene  ensuite  a  distinguer  les  varietes  bilateres  analogues  aux  sur¬ 
faces  ordinaires  et  les  varietes  unilateres  analogues  aux  surfaces  a  un  seul  cote. 

Betti  avait  d4couvert  certains  nombres  entiers  relatifs  aux  varietes;  ana¬ 
logues  a  ce  qu’est  pour  une  surface  ordinaire  ce  qu’on  appelle  l’ordre  de  con¬ 
nexion.  On  sait  que  l’ordre  de  connexion  d’une  surface  fermee  depend  du  nombre 
de  trous  qui  y  sont  perces,  de  sorte  que  cet  ordre  est  toujours  impair,  1  pour 
une  sphere,  3  pour  un  tore  etc.  On  sait  egalement  quelle  relation  il  y  a  eritre 
le  genre  d’une  courbe  algebrique  et  l’ordre  de  connexion  de  la  surface  de  Rie- 
manx  correspondante. 

J’ai  fait  voir  que  si  l’on  ecrit  la  serie  des  nombres  de  Betti  pour  une  sur¬ 
face  fermee,  les  nombres  egalement  distants  des  extremes  sont  egaux. 

M.  Heegaard  ayant  attire  mon  attention  sur  certains  exemples  ou  ce  theo- 
reme  paraissait  en  defaut,  je  revins  sur  la  meme  question  dans  un  autre  travail 
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(222).  La  definition  que  j’avais  donnee  des  nombres  de  Betti  ne  concordait 
pas  toujours  avec  celle  qu’avait  donnee  Betti  lui-meme.  Le  theoreme,  vrai  pour 
les  nombres  de  Betti  tels  que  je  les  avais  definis,  ne  Pest  pas  toujours  pour  les 
nombres  tels  que  Betti  les  definissait  lui-meme. 

On  sait  que  l’ordre  de  connexion  suffit  pour  determiner  une  surface  ordi¬ 
naire  au  point  de  vue  de  1’ Analysis  Situs,  e’est  a  dire  que  deux  surfaces  qui  ont 
meme  ordre  de  connexion  sont  homeomorphes.  On  pouvait  supposer  que  les 
nombres  de  Betti  suffisaient  de  meme  pour  determiner  une  variete.  J’ai  montre 
(199)  qu’il  n’en  est  rien,  qua  chaque  variete  correspond  un  groupe,  necessaire 
a  sa  determination,  et  qu’&  une  meme  suite  de*  nombres  de  Betti  ne  correspond 
pas  toujours  un  meme  groupe. 

J’ai  cru  devoir  multiplier  les  exemples,  pensant  que  e’etait  le  meilleur 
moyen  de  familiariser  les  esprits  avec  des  idees  aussi  nouvelles. 

On  sait  qu’EuLER  a  demontre  une  relation  entre  le  nombre  des  faces,  des 
aretes  et  des  sommets  d’un  polyedre  convexe.  Pour  les  polyedres  non  convexes, 
il  v  a  une  relation  analogue  entre  ces  trois  nombres  et  l’ordre  de  connexion. 
Existe-t-il  des .  relations  du  meme  genre  entre  des  elements  des  polyedres  de 
l’espace  a  plus  de  trois  dimensions?  C’est  la  question  que  je  me  suis  posee 
(199)  et  que  j’ai  resolue  affirmativement,  en  faisant  usage  de  plusieurs  demon¬ 
strations  distinctes.  II  est  a  remarquer  que  si  le  nombre  des  dimensions  de 
1’espace  est  pair,  cette  relation  ne  depend  pas  des  nombres  de  Betti  et  qu’elle 
en  depend  au  contraire  si  le  nombre  des  dimensions  est  impair. 

Ces  theoremes  sur  les  polyedres  ont  une  portee  assez  generate,  car  une 
variete  fermee  quelconque  peut  toujours  etre  decoupee  en  polyedres;  rectilignes  ou 
curvilignes,  cela  n’importe  pas  au  point  de  vue  de  l’Analysis  Situs.  Dans  mes 
travaux  ulterieurs  (222,  243)  j’ai  generalement  trouve  plus  commode  de  supposer 
effectuee  cette  decomposition  en  polyedres. 

II  peut  y  avoir  entre  les  figures  tracees  sur  une  variete,  et  en  particulier 
entre  les  elements  d’un  polyedre,  plusieurs  sortes  de  relations  qui  sont  suscep- 
tibles  d’etre  representees  algebriquement  par  des  equations  symboliques  et  d’etre 
combinees  ensuite  d’apres  les  regies  de  1’algebre  ou  d’apres  des  regies  analogues. 
J’ai  appele  ces  relations  congruences,  homologies,  equivalences.  Les  congruences 
expriment  tantot  que  l’ensemble  de  tels  elements  constitue  une  variete  fermee, 
tantot  au  contraire  que  eet  ensemble  constitue  une  variete  ouverte  dont  la  fron- 
tiere  complete  est  forme  par  l’ensemble  de  tels  autres  elements. 

Les  homologies  fondamentales  expriment  que  rensemble  de  tels  elements 
constitue  une  variete  fermee  qui  est  la  frontiere  complete  d’une  autre  variete 
qui  doit  avoir  une  dimension  de  plus,  mais  qui  reste  indeterminee.  Les  homo- 
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logies  derivees  se  deduisent  des  homologies  fondamentales,  mais  il  importe  de 
distinguer  cedes  qui  s’en  deduisent  par  addition  et  multiplication  et  cedes  qui 
s’en  deduisent  par  division. 

Les  equivalences  different  des  homologies  parce  qu’on  ne  se  donne  pas  le 
droit  d’y  intervertir  1’ordre  des  termes.  C’est  la  consideration  de  ces  equivalences 
qui  conduit  au  groupe  dont  j’ai  parle  plus  haut. 

Toutes  ces  relations  se  presentent  sous  la  forme  d’equations  lineaires  a  co¬ 
efficients  entiers.  L’ etude  d’une  variete  se  trouve  ainsi  ramenee  a  celle  d’un 
certain  nombre  de  tableaux  formes  de  nombres  entiers.  Ces  tableaux  varient 
evidemment  selon  la  maniere  dont  la  variete  a  ete  decoupee  en  polyedre;  mais 
cependant  tous  les  tableaux  differents  que  Ton  peut  obtenir  ainsi  conservent 
certains  caract&res  communs  que  Ton  peut  appeler  invariants  et  qui  restent  les 
m6mes  quelle  que  soit  la  maniere  dont  la  variete  est  decoupee.  Ces  invariants 
sont  les  plus  grands  communs  diviseurs  de  certains  determinants  formes  avec  les 
elements  des  tableaux. 

Grace  a  cette  representation  arithmetique,  les  demonstrations  deviennent 
plus  faciles  a  suivre  et  j’ai  pu  ajouter  divers  resultats  a  ceux  que  j’avais  deja 
obtenus.  Par  exemple  pour  que  les  deux  definitions  des  nombres  de  Betti 
coincident,  il  faut  et  il  suffit  que  tous  les  invariants  soient  egaux  a  o  ou  a  i ; 
on  encore  que  le  systeme  des  homologies  obtenues  par  division  n*en  contienne 
pas  que  Y on  ne  puisse  obtenir  sans  division;  ou  enfin  que  le  polyedre  ne  soit 
pas  tordu,  c’est  a  dire  que  toutes  les  varietes  que  Ton  peut  former  avec  ses  ele¬ 
ments  soient  bilateres. 


QUATRIEME  PARTIE. 

MECANIQUE  CELESTE. 


XVII.  Generalities  sur  les  Equations  de  la  Dynamique  et  de  la  Mecanique 
Celeste.  (164,  166,  183,  187,  278,  280.) 

Les  equations  de  la  Dynamique  presentent  des  proprietes  remarquables  qui 
ont  ete  mises  en  evidence  par  Jacobi  dans  ses  Vorlesungen. 

Quelles  sont  les  consequences  plus  ou  moins  immediates  de  ces  proprietes? 
Quel  partie  peuUon  en  tirer  pour  la  mise  en  equation  des  problemes  de  Dyna¬ 
mique  et  en  particular  des  problemes  de  Mecanique  Celeste?  Telle  est  la  pre¬ 
miere  question  dont  je  veux  parler  iei. 

J’ai  ete  amene  a  passer  en  revue  les  principales  proprietes  des  equations 
canoniques  (183,  278).  Les  proprietes  sont  classiques;  et  je  n’ai  eu  qu’a  perfec- 
tionner  certains  details;  en  me  servant  surtout  du  caractere  bien  connu  qui  per- 
met  de  reconnaitre  si  un  changement  de  variables  conserve  la  forme  canonique 
des  equations. 

Ce  genre  de  transformations  facilite  la  mise  en  equation  du  probleme  des 
trois  corps;  c’est  ce  que  j’ai  montre  (164,  187).  On  sait  que  dans  le  procede 
classique  on  rapporte  toutes  les  planetes  a  des  axes  mobiles  passant  par  le  Soleib 
L’inconvenient  est  que  la  fonction  perturbatrice  n’est  pas  la  meme  pour  toutes 
les  planetes.  Un  autre  procede  consiste  a  rapporter  chaque  planete  au  centre 
de  gravite  du  systeme  forme  par  le  Soleil  et  toutes  les  planetes  inferieures  a  celle 
que  Ton  considere.  L’inconvenient  est  evite,  mais  la  fonction  perturbatrice  est 
un  peu  plus  compliquee.  J’ai  propose  un  troisieme  procede,  dans  lequel  les 
coordonnees  de  chaque  planete  sont  rapportees  au  Soleil,  et  sa  vitesse  a  des 
axes  fixes. 

Malgre  les  travaux  dont  les  equations  canoniques  ont  ete  l’objet  depuis 
Jacobi,  toutes  leurs  proprietes  ne  sont  pas  eonnues,  ou  plutot  on  n’a  pas  insiste 
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sur  toutes  les  formes  que  peuvept  rev6tir  ces  proprietes  et  qu’il  peut  etre  utile 
de  connaitre.  Si  par  exemple  on  etudie  les  equations  aux  variations  des  equa¬ 
tions  de  la  Dynamique,  c’esfc  a  dire  les  equations  qui  definissent  une  solution 
infiniment  peu  differente  d’une  solution  donnee,  on  rencontre  des  propositions 
importantes  sur  lesquelles  j’ai  attire  l’attention  (183,  278). 

D’un  autre  cote,  j’ai  ete  amene  a  introduire  une  notion  nouvelle,  celle  des 
invariants  integraux  (183,  280).  Ge  sont  certaines  integrates  definies  simples  ou 
multiples  qui  demeurent  eonstantes,  quand  le  champ  d’integration  varie  con- 
formement  a  une  certaine  loi  definie  par  une  equation  differentielle.  Si  par 
exemple  on  envisage  les  equations  differentielles  au  mouvement  d’un  fluide  in¬ 
compressible,  le  volume  est  un  invariant  integral. 

Les  equations  canoniques  de  la  Dynamique  possedent  des  invariants  in¬ 
tegraux  remarquables  et  V existence  de  ces  invariants  jette  une  grande  lumiere 
sur  leurs  proprietes. 

Pour  en  finir  avec  ces  generalites  sur  les  equations  de  la  Dynamique  et  le 
probleme  des  3  corps,  je  signalerai  un  dernier  travail  (166).  On  sait  que  Bruns 
a  demontre  que  le  probleme  des  3  corps  ne  saurait  admettre  d’autre  integrate 
algebrique  que  les  integrales  elassiques.  Malheureusernent  dans  sa  demonstration 
subsistait  une  lacune  grave  et  particulierement  delicate  a  combler.  Lai  ete  assez 
heureux  pour  mettre  la  belle  et  ingenieuse  demonstration  de  M.  Brxjns  a  l’abri 
de  toute  objection. 


XVIII.  Probleme  des  Trois  Corps;  Proprietes  qualitatives. 

(38,  92,  163,  167,  183,  204,  278,  280.) 

Ce  qui  va  suivre  est  le  developpement  naturel  des  methodes  dont  il  a  ete 
question  plus  haut  au  §  V  et  leur  application  a  la  Mecanique  Celeste. 

J’ai  montre  de  diverses  manieres  (183,  278)  qu’en  dehors  des  integrales 
elassiques  le  probleme  des  trois  corps  n’admet  pas  d' integrate  analytique  et  uni¬ 
forme,  et  il  en  resultait  que  la  plupart  des  series  proposees  jusqu’ici  pour  l’inte- 
gration  de  ce  probteme,  de  meme  que  celles  dont  il  sera  question  dans  le  § 
suivant  ne  sont  pas  convergentes  et  ne  peuvent  etre  utitisees  que  dans  un  cal- 
cul  approche. 

D’apres  ee  qui  precede,  il  semble  qu’il  soit  impossible  en  general  d ’exprimer 
les  distances  mutuelles  des  astres  par  des  series  purement  trigonometriques  con¬ 
vergentes.  Mais  il  est  des  cas  particuliers  oh  les  series  auxquelles  on  est  conduit 
ne  contiennent  qu’un  seul  argument  et  ou  leur  convergence  est  evidente.  En 
effet,  j’ai  demontre  (38,  92)  que,  dans  le  probleme  des  trois  corps,  on  peut  choisir 

Acta  mathematical  38.  Imprime  le  28  mars  1913.  14 
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les  elements  initiaux  du  mouvement,  de  telle  fagon  que  les  distances  mutuelles 
des  trois  masses  soient  des  fonctions  periodiques  du  temps.  On  est  ainsi  amene 
a  une  solution  particuliere  du  probleme,  que  l’on  peut  appeler  periodique . 

Ces  solutions  periodiques  sont  de  trois  sortes:  dans  les  unes,  les  inclinaisons 
sont  nulles  et  les  excentrieites  tres  petifces;  dans  d’autres,  les  inclinaisons  sont 
nulles  et  les  excentrieites  finies;  dans  d’autres,  enfin,  les  inclinaisons  sont  finies 
et  les  excentrieites  tres  petites. 

Je  suis  revenu  (183,  278)  sur  ces  solutions  periodiques  et  je  les  ai  etudiees 
en  detail.  Les  procedes  dont  je  me  suis  servi  pour  demontrer  leur  existence 
sont  tres  simples  et  se  ramenent  au  calcul  des  Limites. 

Mais  on  peut  arriver  a  cette  demonstration  par  une  voie  toute  differente, 
qu’il  pourra  etre  souvent  utile  d’adopter,  mais  dont  je  n’ai  pas  encore  tire  tout 
le  parti  possible.  Supposons  par  exemple  que  Ton  recherche  les  geodesiques 
d’une  surface  indefinie  presentant  la  meme  forme  generate  qu’un  hyperboloide  a 
une  nappe.  On  sera  certain  alors  qu’il  doit  y  avoir  une  geodesique  fermee 
(correspondant  a  une  solution  periodique)  parce  que  parmi  toutes  les  courbes 
fermees  que  Ton  peut  tracer  sur  la  surface,  et  qui  en  font  le  tour  il  doit  y  en 
avoir  une  qui  est  plus  courte  que  toutes  les  autres. 

Les  memes  principes  sont  susceptibles  d’etre  appliques  a  divers  problemes 
de  Mecanique,  grace  au  principc  de  moindre  action  que  Pon  peut  employer  soit 
sous  la  forme  que  lui  a  donnee  Hamilton,  soit  sous  celle  que  lui  a  donneelVLu- 
pertuis.  Je  n’ai  fait  qu’esquisser  cette  methode  dont  il  y  a  sans  doute  encore 
beaucoup  a  tirer. 

Outre  les  solutions  periodiques,  les  equations  du  probleme  des  3  corps  ad- 
mettent  aussi  d’autres  solutions  remarquables  que  j’appelle  asymptotiques  (183, 
278).  Ce  qui  caracterise  ces  solutions  e’est  qiPelles  se  rapprochent  indefiniment 
d’une  solution  periodique,  ou  bien  qu’elles  s’eloignent  sans  cesse  d’une  solution 
periodique  dont  elles  sont  infiniment  rapprochees  pour  t —  —  00. 

D’autres  solutions  remarquables  sont  plus  difficiles  encore  a  apercevoir  (280). 
Je  citerai  d’abord  les  solutions  periodiques  de  2e  espece,  caracterisees  par  ce 
fait  que  deux  des  corps  se  rapprochent  periodiquement  de  fagon  a  presque  se 
choquer. 

Nous  avons  encore  les  solutions  periodiques  de  2e  genre;  si  Ton  fait  varier 
d’une  maniere  continue  un  des  parametres  dont  depend  le  probleme,  par  exemple 
l’une  des  masses,  on  voit  une  solution  periodique  du  ier  genre  se  deformer 
1’une  fa^on  continue,  sa  periode  restant  egale  a  T.  A  un  certain  moment,  cette 
solution  se  dedouble  pour  ainsi  dire,  ou  plutot  se  detriple,  je  veux  dire  qu’a  un 
certain  moment  on  a  trois  solutions  periodiques  tres  peu  differentes;  l’une 


Analyse  de  ses  travaux  seientifiques.  107 

cPelles  a  encore  pour  periode  T ,  les  deux  autres  ont  pour  periode  un  multiple  de 
T.  Ce  sont  les  solutions  periodiques  du  2e  genre. 

Je  parlerai  enfin  des  solutions  doublement  asymptotiques.  Pour  t  =  — oo, 
elles  sont  infiniment  voisines  d’une  solution  periodique,  puis  ellcs  s’en  eloignent 
beaucoup,  ensuite  elles  s'en  rapprochent  de  nouveau  de  telle  sorte  que  pour 
t  =  +  oo ,  elles  en  sont  encore  infiniment  voisines. 

Pour  etudier  les  proprietes  et  les  rapports  de  ces  differentes  solutions,  je 
me  suis  servi  des  invariants  integraux.  Ces  rapports  sont  ties  compliques  de 
sorte  que  cette  etude  est  eminemment  propre  a  mettre  en  evidence  la  difficulty 
du  probleme  des  Trois  Corps. 

Je  n’ai  pu  resoudre  rigoureusement  et  completement  le  probleme  de  la  sta¬ 
bility  du  systeme  Solaire,  en  entendant  ce  mot  dans  un  sens  strictement  mathe- 
matique.  L’emploi  des  invariants  integraux  m’a  cependant  permis  (183,  280) 
d’atteindre  certains  resultats  partiels,  s’appliquant  surtout  au  probleme  dit  re- 
streint,  ou  les  deux  corps  principaux  circulent  dans  des  orbites  sans  excentricite, 
pendant  que  le  corps  trouble  a  une  masse  negligeable.  Dans  ce  cas,  si  on  laisse 
de  cote  certaines  trajectoires  exceptionnelles,  dont  la  realisation  est  infiniment 
peu  probable,  on  peut  demontrer  que  le  systeme  repassera  une  infinite  de  fois 
aussi  pres  que  Ton  voudra  de  sa  situation  initiale.  C’est  ce  que  j’ai  appele  la 
stability  a  la  Poisson. 


XIX.  Probleme  des  Trois  Corps;  Developpements  approches  et  applications. 

(47,  97,  115,  133,  149,  158,  159,  183,  208,  210,  214,  215,  216,  279.) 

Tous  les  theoremes  dont  il  a  ete  question  dans  le  §  precedent  ont  un  ca- 
ractere  commun,  ils  sont  rigoureux.  Ceux  dont  je  vais  parler  maintenant  ne 
seront  en  general  qu’approches  et  auront  par  consequent  avant  tout  un  interet 
pratique.  Ce  sont  cependant  les  seuls  dont  les  astronomes  fassent  et  puissent 
faire  effectivement  usage. 

Dans  quelles  conditions  ces  series  divergentes  peuvent-elles  etre  utilisees 
avec  succes?  C’est  ce  que  j’ai  cherche  a  eclaircir  (279,  Chapitre  intitule  calcul 
formel).  J’ai  montre  dans  quelles  limites,  cet  emploi  est  legitime,  comme  Test, 
pour  citer  un  exemple  celebre,  celui  de  la  serie  de  Stirling  et  j’ai  fait  voir  que 
les  regies  du  calcul  de  ces  series  sont  les  memes  que  celles  de  series  ordinaires. 

J’ai  justifie  ainsi  l’emploi  que  font  les  astronomes  de  ce  genre  de  develop- 
pements;  et  en  particulier  des  developpements  trigonometriques.  J’ai  cherche 
en  outre  a  perfectionner  les  methodes  qui  permettent  de  les  former. 

Rappelons  en  quelques  mots  comment  le  probleme  se  pose. 
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On  ne  peut  resoudre  le  probleme  des  n  corps  que  par  approximations  suc- 
cessives,  et  la  premiere  idee  qui  s’est  presentee  a  consiste  a  developper  les  coor- 
donnees  des  astres  en  series  ordonnees  suivant  les  puissances  des  masses.  C’est 
sur  cette  idee  qu’est  fondee  toute  la  Mecanique  celeste  ancienne.  Mails  quels  que 
soient  les  services  qu’aient  rendus  autrefois  ces  anciens  precedes  et  qu’ils  soient 
capables  de  rendre  encore,  on  n’a  pas  tarde  a  s’apercevoir  de  leur  insuffisance 
et  de  leur  impuissance  a  donner  une  approximation  indefinie.  Dans  les  develop- 
pements  auxquels  ils  conduisent,  on  voit  en  effet  le  temps  entrer  non  seulement 
sous  les  signes  sinus  et  cosinus,  mais  en  dehors  de  tout  signe  trigonometrique. 
Ce  fait  suffit  pour  demontrer  que  le  champ,  ou  les  anciennes  methodes  conser- 
vent  leur  efficacite,  quelque  etendu  qu’il  puisse  §tre,  est  certainement  limite. 

C’est  ce  qui  explique  les  efforts  qu’ont  faits  les  geometres  pour  remplacer 
les  series  anciennes  par  des  developpements  purement  trigonometriques.  Dans 
ces  derniers  temps,  on  a  propose  deux  methodes  remarquables  qui  paraissent 
atteindre  completement  ce  but.  La  premiere  est  celle  de  M.  Gylden,  qui  est 
fondee  sur  l’emploi  des  fonctions  elliptiques;  la  seconde  est  celle  de  M  Lindstedt, 
dont  je  me  suis  surtout  occupe. 

Dans  cette  derniere  methode,  tin  artifice  ingenieux  permet  a  ebaque  approxi¬ 
mation  de  faire  disparaitre  les  termes  seculaires  qui  peuvent  s’etre  introduits.  II 
est  aise  de  voir  que  cet  artifice  reussira  toujours  s’iJ  n’y  a  qu’un  terme  a  faire 
disparaitre;  mails  il  n’en  serait  plus  de  meme  s’il  s’etait  introduit  a  la  fois  deux 
termes  seculaires.  II  est  facile  de  verifier  d’ailleurs  que,  dans  les  premieres  ap¬ 
proximations,  on  n’a  a  se  debarrasser  que  d’un  seul  terme;  mais  on  peut  se  de- 
mander  s’il  doit  en  6tre  toujours  ainsi.  Un  examen  superficiel  pourrait  faire 
croire  le  contraire,  et  meme  M.  Lindstedt  etait  dispose  a  penser  que  sa  methode 
ne  reussirait  que  s’il  n’y  avait  entre  les  arguments  aucune  relation  lineaire 

Je  suis  parvenu  a  demontrer  que  le  terme  seculaire  qui  peut  apparaitre  a 
chaque  approximation  est  toujours  unique  et  que,  par  consequent,  la  methode 
de  M.  Lindstedt  est  toujours  applicable  (97).  Pour  cela,  j’ai  eu  recours  a  un 
theoreme  qui  semblait  ne  se  rapporter  en  aucune  fagon  a  la  question,  e’est-a-dire 
au  theoreme  de  Green. 

J’aurais  pu  egalement,  comme  je  1’ai  fait  ensuite,  (115,  133)  employer  les 
invariants  integraux  ou  bien  me  servir  des  theoremes  de  Jacobi  sur  les  equations 
de  la  Dynamique. 

La  methode  de  M.  Newcomb  est  fondee  sur  les  memes  principes;  mais  elle 
s’applique  plus  naturellement  aux  cas  les  plus  generaux  du  probleme  des  Trois 
Corps.  J’y  ai  apporte  de  notables  perfectionnements  (183,  279,  208).  La  meme 
question  se  posait  que  pour  la  methode  de  M.  Lindstedt.  On  pouvait  disposer 
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de  certaines  arbitrages  pour  faire  disparaitre  les  termes  seculaires;  mais  il  y 
avait  deux  fois  plus  de  termes  a  faire  disparaitre  que  d’arbitraires.  Heureusement 
chaque  fois  que  Ton  fait  disparaitre  Pun  de  ces  termes,  un  autre  disparait  spon- 
tanement.  Je  me  suis  servi  de  la  methode  de  Jacobi  (279),  pour  demontrer  cette 
disparition  spontanee  et  la  possibility  du  developpement.  Une  fois  cette  possi¬ 
bility  etablie,  j’ai  donne  (279,  Cbapitre  XIV)  le  moyen  de  former  effectivement 
et  directement  les  series. 

II  y  avait  la  toutefois  un  grave  inconvenient,  puisqu’il  fallait  dans  deux 
analyses  enticement  separees,  demontrer  la  possibility  du  developpement  et  en 
calculer  les  coefficients.  Ayant  remarque  qu’une  certaine  expression  devait  etre 
differentielle  exacte,  j’en  ai  profite  pour  modifier  la  methode  (279,  Chapitre  XV). 
Certaines  integrations  peuvent  etre  evitees  et  remplacees  par  des  differentiations 
ou  des  operations  algebriques;  il  en  resulte  d’abord  que  la  possibility  du  deve- 
loppement  devient  presque  evidente.  De  plus  les  calculs  sont  simplifies.  La 
partie  la  plus  penible  du  calcul,  bien  qu’elle  ne  presente  aucune  difficulty  theo- 
rique,  c’est  en  effet  la  substitution  des  valeurs  approchees  des  variables  dans 
les  deux  membres  des  equations  differentielles.  La  methode  nouvelle  permet  de 
diminuer  de  pres  de  moitie  le  nombre  de  ces  substitutions. 

Mais  on  peut  aller  plus  loin  encore  dans  cette  voie.  C’est  ce  que  j’ai  montre 
plus  tard  (208),  Je  me  suis  servi  d’une  expression  differentielle  exacte  analogue 
a  celle  dont  je  viens  de  parler  et  j’ai  pu  diminuer  encore  le  nombre  des  sub¬ 
stitutions  et  des  integrations.  On  remarquera  que  le  theoreme  de  Poisson 
(invariability  des  grands  axes  en  tenant  compte  du  carre  des  masses)  devient 
presque  intuitif. 

Tons  ces  procedes  se  trouvent  en  defaut  quand  les  moyens  mouvements  sont 
pres  d’etre  commensurables.  Il  faut  alors  employer  une  methode  derivee  de  celle 
de  Delaunay.  Dans  Pinvention  premiere  de  cette  methode,  j’ai  ete  devance  de 
quelques  jours  par  M.  Bohlin,  mais  j’y  ai  apporte  divers  perfectionnements  en 
me  servant  ton  jours  des  memes  principes.  Je  me  bornerai  a  dire  que  cette 
methode  permet  de  discuter  les  cas  singuliers  dits  «de  libration>>  ou  il  y  a  com- 
mensurabilite  exacte  entre  certains  mouvements  moyens. 

Quelle  relation  y  a-t-il  entre  toutes  ces  methodes  et  avec  les  anciens  prece¬ 
des?  Telle  est  la  question  que  je  me  suis  posee  (210)  et  j’ai  montre  qu’on  pou- 
vait  envisager  certaines  series  qui  embrassent  pour  ainsi  dire  toutes  ces  methodes. 
En  groupant  les  termes  d’une  certaine  maniere,  on  retombera  sur  les  anciennes 
methodes.  Avec  d’autres  modes  de  groupement,  on  tombera  sur  la  methode  de 
Newcomb,  ou  bien  encore  sur  celle  de  Bohlin. 

Tous  ces  procedes  s’appliquent  naturellement  a  la  Lune.  Dans  la  theorie 
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de  cet  astre,  ils  sont  meme  plus  necessaires  que  partout  ailleurs.  C’est  dans  les 
theories  lunaires  les  plus  recentes,  comme  celles  de  Hill  et  de  Brown,  que  V on 
voit  le  mieux  Pimportance  des  solutions  periodiques  dont  j’ai  parle  plus  haul. 
J’ai  donne  (214)  une  methode  pour  determiner  le  mouvement  du  perigee  de  la 
Lune  qui  differe  de  celle  de  Hill.  Mais  j’attirerai  plutot  Pattention  sur  un 
autre  memoire  (216)  oil  j’applique  a  notre  satellite  les  procedes  du  memoire  208. 
Ces  procedes  seraient  surtout  utiles  pour  obtenir  un  developpement  purement 
littered  des  coordonnees  de  la  Lune.  J’ai  signale  en  passant  diverses  circon- 
stantes  curieuses  et  presque  paradoxales. 

Toutes  les  series  dont  je  viens  parler  ne  peuvent  etre  employees  qu’au  point 
de  vue  du  calcul  formel  et  par  consequent  du  calcul  approche.  J’ai  insiste  a 
diverses  reprises  sur  ce  point  important  (183,  278,  279.  158,  159). 

Toutes  ces  methodes  si  diverses  peuvent  etre  employees  pour  se  servir  mu- 
tuellement  de  verification,  sans  trop  de  ealculs  supplementaires.  Je  citerai  sur¬ 
tout  un  proeedc  de  verification  fonde  sur  l’emploi  des  invariants  integraux  (149). 


XX.  Developpement  de  la  Fonction  Perturbatrice. 

(120,  168,  173,  196,  206,  207,  209,  278.) 

Je  me  suis  occupe  de  la  fonction  perturbatrice  a  plusieurs  points  de  vue 
differents. 

J’ai  d’abord  cherche  la  valeur  approebee  des  coefficients  des  termes  de  rang 
tres  eleve.  M.  Flamme  avait  deja  employe  pour  cet  objet  la  methode  de  M.  Dar- 
boxjx  sur  les  fonctions  de  tres  grands  nombres.  Mais  comme  cette  methode  sous 
sa  forme  primitive  ne  s’appJiquait  qu’aux  fonctions  d’une  seule  variable,  M. 
Flamme  devait  done  decomposer  chaque  terme  en  une  somme  de  produits.  ou 
chacun  des  facteurs  ne  dependait  que  d’une  seule  anomalie  moyenne.  J’ai  pre- 
fere  eonsiderer  directement  la  fonction  comme  dependant  des  deux  anomalies 
moyennes.  Des  procedes  analogues,  sont  encore,  comme  je  l’ai  montre,  appli- 
cables  dans  ce  cas.  Seulement  ils  exigent  une  discussion;  j’ai  donne  les  prin- 
cipes  qui  doivent  diriger  cette  discussion  et  j’en  ai  fait  1’ application  dans  un  cas 
simple  (278). 

On  peut  aussi  eonsiderer  chaque  coefficient  comme  fonction  des  excentri- 
cites  et  des  inclinaisons,  etudier  les  divers  modes  de  developpement  de  ces  fonc¬ 
tions  et  chercher  les  conditions  de  leur  convergence.  Les  conditions  auxquelles 
j ’arrive  (209)  sont  relativement  simples. 
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On  peut  enfin  chercher  s’il  y  a  des  relations  entre  les  divers  coefficients. 
J’en  ai  trouve  un  certain  nombre  (196,  206,  207). 

Dans  toutes  ces  recherches  je  me  suis  servi  des  relations  de  ces  coefficients 
avec  les  periodes  de  certaines  integrates  doubles. 

XXL  Equilibre  d’un  fluide  en  rotation  et  figure  des  planetes. 

(54,  56,  63,  72,  94,  95,  96,  108,  111,  203,  212.) 

Je  me  suis  occupe  egalement  d’une  autre  question  de  Mecanique  celeste  que 
l’on  peut  enoncer  ainsi: 

Une  masse  fluide  homogene  ou  heterogene  est  animee  d’un  mouvement  de 
rotation  autour  d’un  certain  axe.  De  plus,  ses  molecules  s’attirent  d’apres  la  loi 
de  Newton.  Quelles  sont  les  formes  d’equilibre  qu’elle  peut  affecter? 

C’est  la  un  probleme  qui  a  beaucoup  occupe  les  geometres  depuis  plus  d’un 
siecle  et  demi,  et  donfc  l’importance  se  comprend  sans  peine. 

Dans  le  cas  de  l’homogeneite,  auquel  nous  nous  restreindrons,  deux  solutions 
etaient  depuis  longtemps  connues:  Pellipsoide  de  revolution  et  l’ellipsoide  a  trois 
axes  inegaux  de  Jacobi.  Mais  les  conditions  de  stability  de  l’equilibre  n’avaient 
pas  ete  etudiees. 

On  ignorait  s’il  y  avait  d’autres  formes  possibles  quand  M.  Mathiessen  et, 
apres  lui,  Sir  W.  Thomson,  annoncerent  l’existence  de  figures  annulaires  d’equi¬ 
libre.  Mais  la  demonstration  donnee  par  ces  deux  savants  n’etait  pas  parfaite- 
ment  rigoureuse;  d’ailleurs,  M.  Mathiessen  supposait  a  priori  que  la  section 
differait  tres  peu  d’une  ellipse.  J’ai  montre  (63)  que  cette  hypothese,  legitime 
quand  la  section  de  l’anneau  est  tres  petite,  est  erronee  dans  le  cas  general,  ce 
qui  rend  tres  douteuse  l’existence  de  certains  anneaux  tres  aplatis  que  le  savant 
de  Rostock  avait  appeles  anneaux  /?. 

J’ai  done  cru  necessaire  de  faire  une  etude  plus  approfondie  de  ces  figures 
(54,  94,  95).  J’ai  mis  a  1’abri  de  toute  objection  la  demonstration  de  leur  exis¬ 
tence  et  montre  comment  on  peut  en  determiner  les  principaux  elements  avec 
une  approximation  indefinie. 

Pour  la  determination  de  ces  elements,  j’ai  fait  usage  d’une  methode  que 
Mme  Kowalevski  avait  deja  employee  dans  son  Memoire  sur  Panneau  de  Saturne 
et  qui  est  fondee  sur  le  developpement  des  periodes  d’une  fonction  elliptique 
en  series  ordonnees  suivant  les  puissances  croissantes  du  module. 

II  convient  d’observer  que  ces  anneaux  sont  des  figures  d’equilibre  instable. 

Dans  un  Memoire  plus  etendu  (72),  j’ai  repris  la  meme  question,  en  deve- 
loppant  les  resultats  obtenus  dans  deux  Notes  anterieures  (56).  Une  premiere 
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difficulty  se  presentait  sur  ma  route.  Quand  il  s’agit  d’integrer  de  simples  equa¬ 
tions  differentielles,  la  methode  des  approximations  successives  est  parfaitement 
justifiee,  parce  que  l’existence  de  l’integrale  a  ete  tout  d’abord  rigoureusement 
demontree.  II  n’en  est  plus  de  meme  dans  le  probleme  actuel  qui  est  beaucoup 
plus  complique;  il  peut  rester  au  sujet  de  la  legitimate  de  eette  methode  quel- 
ques  doutes  qu’il  s’agissait  d’abord  de  dissiper.  Pour  demon trer  rigoureusement 
l’existence  des  diverses  solutions  du  probleme,  j’ai  employe  un  procede  tout  a 
fait  analogue  a  celui  dont  j’avais  fait  usage  dans  mes  reeherches  sur  les  solutions 
period iques  du  probleme  des  trois  corps  et  ou  je  prends  pour  point  de  depart 
un  theoreme  de  M.  Kronecker. 

On  reconnait  d’abord  que  les  diverses  figures  d’equilibre  d’une  masse  fluide 
ferment  des  series  lineaires;  dans  une  meme  serie,  ces  figures  dependent  d’un 
parametre  variable.  Telles  sont  la  serie  des  ellipsoides  de  revolution  et  celle  des 
ellipsoides  de  Jacobi.  Mais  il  peut  arriver  qu’une  meme  figure  appartienne  a 
la  fois  a  deux  series  differentes.  C’est  alors  une  figure  d 'equilibre  de  bifurcation. 

A  chaque  figure  est  attache©  une  suite  infinie  de  coefficients,  que  j’appelle 
coefficients  de  stability  parce  que  la  condition  de  la  stability,  c’est  qu’ils  soient 
tous  positifs.  Quand  un  de  ces  coefficients  s’annule,  c’est  que  la  figure  corres- 
pondante  est  de  bifurcation. 

Ainsi,  si  en  suivant  une  serie  de  figures  d’equilibre  on  voit  s’annuler  un  des 
coefficients  de  stability,  on  saura  qu’il  existe  une  autre  serie  de  formes  d’equi- 
libre  a  laquelle  appartient  la  figure  de  bifurcation. 

Un  autre  resultat,  c’est  que  les  deux  series  lineaires  dont  cette  figure  fait 
partie  echangent  leur  stability.  Si,  en  snivant  1’une  des  series,  on  ne  rencontre 
que  des  equilibres  stables  jusqu’a  la  figure  de  bifurcation,  on  n’y  trouvera 
plus  ensuite  que  des  figures  instables.  Les  figures  stables  appartiendront  a 
l’autre  serie. 

Ces  principes,  appliques  a  divers  problemes  deja  traites  par  Laplace,  m’ont 
permis  d’en  completer  la  solution. 

Pour  trouver  les  formes  d’equilibre  d’une  masse  fluide  en  rotation  qui  dif¬ 
ferent  peu  d’un  ellipsoide,  il  faut  rechereher  si,  parmi  les  ellipsoides  de  revo¬ 
lution  et  ceux  de  Jacobi,  il  y  a  des  figures  de  bifurcation.  Pour  cela  il  faut 
calculer  les  coefficients  de  stability  de  ces  ellipsoides.  On  trouve  que  ces  coef¬ 
ficients  dependent  des  fonctions  de  Lame. 

J’ai  done  du  faire  de  ces  fonctions  une  etude  approfondie.  J’ai  demontre 
d’une  maniere  nouvelle  que  ces  polynomes  ont  toutes  leurs  racines  reelles  et  j’ai 
etudie  la  maniere  dont  ces  racines  se  repartissent. 

En  egalant  a  o  les  divers  coefficients  de  stability,  on  obtient  des  equations 
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qui  sont  transcendantes,  mais  qui  peuvent  neanmoins  se  discuter  d’une  maniere 
complete.  Cette  discussion  montre  que,  parmi  les  ellipsoides  de  revolution,  comme 
parmi  les  ellipsoides  de  Jacobi,  il  y  a  une  infinite  de  figures  de  bifurcation. 

II  resulte  de  la  qu’il  y  a  d’autres  formes  d’equilibre  que  les  ellipsoi'des  et 
les  anneaux.  Ces  figures  nouvelles  sont  en  nombre  infini;  elles  sont  convexes  et 
ont  toutes  un  plan  de  symetrie.  Quelques-unes  n’en  ont  qu’un;  d’autres  sont  de 
revolution;  d’autres  enfin  ont  plusieurs  plans  de  symetrie  passant  par  "I ’axe. 

II  restait  a  etudier  les  conditions  de  stabilite  de  l’equilibre.  J’ai  distingue, 
a  l’exemple  de  Sir  W.  Thomson,  la  stabilite  seculaire,  qui  subsiste  lorsqu’on  tient 
compte  de  la  viscosite,  et  la  stabilite  ordinaire,  qui  n’a  lieu  que  lorsqu’on  neg¬ 
lige  cette  resistance.  En  ce  qui  concerne  la  premiere  de  ces  stability,  j’ai 
montre  qu’elle  appartient  aux  ellipsoi'des  de  revolution,  moins  aplatis  que  celui 
qui  est  en  memo  temps  un  ellipsolde  de  Jacobi,  et  que  les  ellipsoides  de  Jacobi, 
qui  satisfont  a  une  certaine  condition,  en  jouissent  egalement.  Les  autres  ellip¬ 
soides  sont  instables  et  il  en  est  de  meme  des  figures  annulaires.  Quant  aux 
autres  figures  nouvelles  que  j’ai  decouvertes,  elles  sont  toutes  instables,  a  l’ex- 
ception  d’une  d’entre  elles  qui  est  pour  ainsi  dire  piriforme. 

J’ai  donne  aussi  une  methode  pour  determiner  les  conditions  de  la  stabilite 
ordinaire,  mais  je  n’en  ai  fait  qu’une  application  partielle  qui  permet,  toutefois, 
de  reconnaitre  que  cette  stabilite  peut  subsister  quand  la  stabilite  seculaire 
a  cesse. 

Je  ne  puis  d’ailleurs  mieux  resumer  tous  ces  resultats  qu’en  faisant  l’hypo- 
these  suivante: 

Imaginons  une  masse  fluide  se  eontractant  par  refroidissement,  mais  assez 
lentement  pour  rester  homogene  et  pour  que  la  rotation  soit  la  meme  dans  toutes 
ses  parties.  D’abord  tres  voisine  d’une  sphere,  la  figure  de  cette  masse  deviendra 
un  ellipsoide  de  revolution  qui  s’aplatira  de  plus  en  plus;  puis,  a  un  certain 
moment,  se  transformer  en  un  ellipsoide  a  trois  axes  inegaux.  Plus  tard,  la 
figure  cessera  d’etre  ellipsoi’dale  et  deviendra  piriforme,  jusqu’a  ce  qu’enfin  la 
masse,  se  creusant  de  plus  en  plus  dans  sa  partie  mediane,  se  scinde  en  deux 
corps  distincts  et  inegaux. 

L’hypothese  qui  precede  ne  peut  certainement  s’appliquer  au  systeme  so- 
laire.  Quelques  astronomes  ont  pense  qu’elle  pourrait  etre  vraie  pour  certaines 
etoiles  doubles,  et  que  des  etoiles  doubles  du  type  de  /?■  de  la  Lyre  presen- 
teraient  des  formes  de  transition  analogues  a  celles  dont  nous  venons  de  parler. 

Dans  un  de  ces  Memoires  (94),  j’ai  montre  qu’aucune  forme  d’equilibre 
stable  n’est  possible  si  la  vitesse  de  rotation  depasse  une  certaine  limite. 

On  peut  faire  de  ce  principe  une  application  aux  anneaux  de  Saturne. 

Acta  mathematica.  38.  Imprim6  le  28  mars  1913.  15 
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Clerk  Maxwell  a  demontre  que  ces  anneaux  ne  peuvent  etre  solides  et  que, 
s’ils  soot  fluides,  leur  ,densite  ne  peut  depasser  les  ^  de  celle  de  la  planete. 
D’autre  part  (96),  je  demontre  que,  si  les  anneaux  sont  fluides,  ils  ne  peuvent 
etre  stables  qui  si  leur  densite  est  superieure  au  seizieme  de  celle  de  Saturne. 
L’analyse  semble  done  confirmer  l’hypothese  de  M.  Trouvelot,  qui  considere 
les  anneaux  comme  formes  d’une  multitude  de  satellites  extr^mement  petits  et 
ne  croit  pas  pouvoir  expliquer  autrement  certaines  apparences  observees. 

J’ai  donne  (108)  une  demonstration  plus  simple  d’un  theoreme  de  M. 
Liapounofe,  en  vertu  duquel  la  sphere  correspond  au  maximum  de  la  fonction 
potentielle,  et  je  suis  encore  revenu  a  diverses  reprises  sur  des  questions  analogues 
(111,  212)  en  donnant  quelques  egalites  et  inegalites  curieuses. 

M.  Radau  avait  remarque  qu’aucune  hypothese  ne  peut  rendre  compte  a 
la  fois  de  Paplatissement  adopte  et  la  valeur  observee  de  la  precession.  Dans 
deux  articles  consacres  a  la  Figure  de  la  Terre  (203)  j’ai  confirme  la  conclusion 
de  M.  Radau. 


XXII.  Astronomie,  Questions  Diverses. 

(31,  43,  58,  93,  114,  152,  195,  202,  213,  217,  281.) 

On  a  vn  plus  haut  quel  role  jouent  en  Astronomie  les  series  trigono- 
metriques. 

J’ai  done  au  point  de  vue  de  ces  applications  ete  amene  pour  contribuer  a 
la  solution  de  cette  question  a  etudier  les  conditions  de  convergence  des  series 
trigonometriques  (43,  93).  J’ai  reconnu  ainsi  deux  faits  principaux: 

i°.  Si  une  pareille  serie  est  absolument  convergente  pour  certaines  valeurs 
du  temps,  elle  Test  eternellement;  il  n’en  est  plus  de  meme  quand  la  conver¬ 
gence  n’est  plus  absolue. 

2°,  Une  meme  fonction  ne  peut  pas  6tre  representee  par  deux  series  diffe- 
rentes  absolument  convergentes. 

Je  n’ai  pu  resoudre,  de  fagon  a  me  mettre  a  l’abri  de  toute  objection,  la 
question  de  la  convergence  des  series  particulieres  de  M.  Lindstedt;  cependant, 
j’ai  tout  lieu  de  penser  que  ces  series  ne  convergent  pas  absolument,  mais  que, 
en  ordonnant  eonvenablement  les  termes,  on  peut  les  rendre  semi-convergentes. 
La  convergence  pourrait  alors  ne  subsister  que  pendant  un  intervalle  de  temps 
limite. 

On  croit  d’ordinaire  qu’une  fonction  representee  par  une  serie  trigonome- 
trique  absolument  convergente  ne  peut  croitre  au  dela  de  toute  limite.  (Test 
meme  cette  croyance  qui  sert  de  fondement  aux  demonstrations  anciennes  de  la 
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stability  du  systeme  solaire  et  qui,  depuis,  a  conduit  les  astronomes  a  faire  tant 
d’efforts  pour  faire  rentrer  le  temps  sous  les  signes  sinus  et  cosinus.  Cette 
croyance  est  erronee;  j’ai  montre  (31,  93)  qu’une  pareille  fonction  devient  aussi 
grande  que  Ton  veut  si  la  convergence  n’est  pas  uniforme.  Mais  il  y  a  deux 
manieres  de  croitre  au  dela  de  toute  limite:  une  fonction  peut  «tendre  vers  V in- 
fini».  II  arrive  alors  qu’elle  finit  par  depasser  une  quantite  quelconque,  si  grande 
qu’elle  soit,  pour  rester  ensuite  constamment  superieure  a  cette  quantite.  Une 
fonction  peut  encore  subir  une  infinite  d’oscillations  successives,  de  fa§on  que 
l’ampiitude  des  oscillations  croisse  indefinimenfc.  J’ai  montre  (58)  que  les  deux 
cas  peuvent  se  presenter,  en  ce  qui  concerne  la  somme  d’une  serie  purement 
trigonometrique.  En  resume,  quand  meme  on  arriverait  a  representer  les  coor- 
donnees  des  astres  par  des  series  trigonometriques  convergentes,  on  n’aurait  pas 
demontre  la  stabilite  du  systeme  solaire. 

J’ai  ensuite  (202)  etudie  des  proeedes  destines  a  augmenter  la  convergence 
de  certaines  series  trigonometriques  dont  divers  astronomes  et  en  particulier  M. 
Gyldbn  avaient  fait  usage  dans  les  quadratures  mecaniques. 

Je  reviendrai  plus  loin  sur  le  travail  que  j’ai  consacre  aux  marees  (195)  et 
qui  interesse  egalement  Tastronomie. 

Le  calcul  des  perturbations  des  eometes  par  les  quadratures  mecaniques 
devient  particulierement  penible  quand  la  comete  passe  tres  pres  de  l’astre  troub- 
lant  parce  qu’a  ce  moment  la  distance  des  deux  corps  varie  tr&s  rapidement. 
J’ai  indique  (213)  comment  un  emploi  judicieux  des  integrales  elliptiques  pouvait 
faciliter  ce  calcul. 

J’ai  publie  aussi  un  article  (217)  sur  le  role  des  observations  du  pendule  en 
geodesie  et  j’ai  montre  comment  les  seules  observations  pendulaires,  si  elles  etaient 
parfaites  et  completes,  pourraient  suffire  pour  determiner  la  forme  de  la  Terre. 

Enfin  dans  la  Preface  que  j’ai  ecrite  pour  les  lemons  de  Tisserand  sur  la 
determination  des  Orbites,  j’ai  compare  les  diverses  methodes  en  usage  et  j’ai 
montre  qu’une  orbite  parabolique  pourrait  se  determiner  a  1’aide  de  trois  ob¬ 
servations  quelconques,  par  des  formules  ou  n’entrent  que  des  fonctions  ration- 
nelles. 


CINQUIEME  PARTIE. 

PHYSIQUE  MATHEMATIQUE. 


XXIII.  Equations  Differentielles  de  la  Physique  Mathematique. 

(107,  109,  1 13,  141,  142,  143,  144,  146,  151,  174,  185,  190,  195,  200,220,293,295). 


Dans  beaucoup  de  probiemes  de  Physique  Mathematique  on  rencontre  des 
equations  aux  derivees  partielles  du  2d  ordre  qui  appartiennent  toutes  a  peu  pres 
au  meme  type  et  dont  la  plus  simple  est  la  eelebre  equation  de  Laplace  Ju  =  o. 

Ces  probiemes  qui  conduisent  ainsi  a  des  equations  identiques  ou  presque 
identiques  appartiennent-  cependant  aux  branches  de  la  Physique  les  plus  diverses. 
On  rencontre  ces  equations  en  electrostatique,  en  magnetisme,  en  electrodyna- 
mique,  dans  la  theorie  de  la  propagation  de  la  chaleur,  dans  cede  de  F  elasticity, 
en  Optique,  en  Hydrodynamique.  On  les  rencontre  en  Mecanique,  dans  la  theorie 
du  potentiel  newtonien;  et  j’ajouterai  enfin  qu’elles  jouent  un  role  capital  en 
Analyse  Pure  et  servent  de  fondement  a  la  theorie  des  fonctions  analytiques. 

La  plus  importante  de  ces  equations  est,  comme  je  l’ai  dit,  Tequation  de 
Laplace  qui  est  l’equation  fondamentale  de  la  theorie  de  l’attraction  newtonienne, 
de  l’electrostatique,  du  magnetisme  et  de  l’hydrodynamique.  Dans  d’autres 
questions  on  a  a  envisager  des  equations  un  peu  plus  compliquees  telles  que: 


Ju  =  leu, 


Ju  = 


Ju  == 


Enfin  en  optique,  en  elasticity,  on  trouve  des  systemes  de  trois  equations  a  trois 
inconnues  ou  figure  encore  le  Laplacien  J . 

Nous  parlerons  plus  loin  dans  une  question  d’ Analyse  pure,  d’une  equation 
analogue  mais  plus  compliquee 


Ju  =  eu . 
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Mais  ce  n’est  pas  seulement  par  ]a  forme  des  equations  que  ces  problemes 
different  entre  eux,  c’est  surtout  par  les  conditions  aux  limites.  Tan  tot  la  fonc- 
tion  inconnue  u  est  assujettie  a  prendre  des  valeurs  donnees  sur  une  surface 

fermee;  tantot  on  se  donne  sur  cette  surface  la  derivee  normale  ou  bien  une 

an 

relation  entre  u  et 

an 

Ces  problemes  ont  ete  envisages  a  plusieurs  points  de  vue  differents.  Tantot 
on  a  cherche  seulement  a  demon trer  qu’ils  sont  possibles  et  a  etablir  en  ce  qui 
les  concerne  des  «theoremes  d’ existences . 

Pour  ces  theoremes  d’existence  eux-memes,  on  s’est  quelquefois  contente  de 
demonstrations  par  a  peu  pres  et  a  demi  intuitives,  dont  le  type  est  ce  qu’on 
appelle  le  prmcipe  de  Dirichlet.  Ces  aper^us,  depourvus  de  veritable  valeur 
mathematique,  sont  cependant  de  nature  a  satisfaire  le  physicien  parce  qu’ils 
laissent  en  evidence,  pour  ainsi  dire,  le  mecanisme  physique  du  phenomene.  Ils 
sont  generalement  fondes  sur  la  consideration  d’une  integrale  definie  simple  ou 
multiple  qui  ne  pouvant  s’annuler  doivent  admettre  un  minimum. 

D’autres  fois,  on  s’est  preoccupe  de  demontrer  rigoureusement  ces  theoremes 
d^existence  et  pour  cela  on  a  imagine  des  proeedes  d’approximations  successives 
dont  on  pouvait  etablir  la  convergence.  Cette  convergence  est  en  general  trop 
lente  et  les  approximations  trop  compliquees  pour  que  Ton  puisse  y  voir  autre 
chose  qu’un  moyen  de  demonstration  et  pour  que  le  calcul  effectif  soit  possible. 

Enfin  on  a  cherche  a  resoudre  ces  problemes  au  moyen  de  series  procedant 
suivant  certaines  fonctions  que  Ton  pent  appeler  harmoniques ,  parce  que  la  re¬ 
presentation  d’un  phenomene  quelconque  par  une  pareille  serie  est  analogue  a 
la  decomposition  dJun  son  complexe  en  ses  harmoniques.  Les  types  de  ces  series 
sont  la  serie  de  Fourier,  celle  de  Laplace  qui  procede  suivant  les  fonctions 
spheriques,  et  les  diverses  series  considerees  par  Fourier  dans  l’etude  du  re- 
froidissement  des  corps  solides. 

Dans  l’application  de  cette  methode,  on  rencontre  plusieurs  difficultes  suc¬ 
cessives.  II  faut  d’abord  demontrer  l’existence  des  fonctions  harmoniques,  ce 
qui  se  fait  comme  pour  les  autres  theoremes  d’existence,  par  les  proeedes  dont 
je  viens  de  parler.  On  doit  ensuite  calculer  les  coefficients  des  series,  ce  qui 
generalement  est  facile.  II  reste  enfin  a  demontrer  la  convergence  de  la  serie 
et  on  a  alors  une  difficult^  grave  a  surmonter. 

Tels  sont  les  differents  points  de  vue  auxquels  j’ai  du  envisager  sucoessive- 
ment  tous  ces  problemes. 

Je  me  suis  occupe  d’abord  de  Fequation  de  Laplace.  La  theorie  de  cette 
equation  est  intimement  liee  a  celle  du  potentiel.  Mais  les  proprietes  du  po- 
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tentiel  n’avaient  pas  toujours  ete  demontrees  ni  avec  assez  de  generalite,  ni  avec 
assez  de  rigueur.  Je  m’en  suis  aper^u  quand  j’ai  voulu  les  enseigner  et  aussi 
quand  j’ai  voulu  les  appliquer  a  des  questions  d’ Analyse.  J’ai  cherche  (295)  a 
perfectionner  ces  demonstrations  et  j’ai  eu  besoin  egalement  (190)  de  les  etendre 
a  l’espace  a  plus  de  trois  dimensions. 

En  ce  qui  concerne  1’equation  de  Laplace,  bien  des  methodes  avaient  deja 
ete  proposees  en  vue  de  la  demonstration  rigoureuse  du  theoreme  d’existenee. 
Les  principales  etaient  cedes  de  Schwarz  et  de  Neumann.  J’en  ai  propose  une 
troisieme,  entierement  nouvelle  (107,  200)  et  qui  est  connue  aujourd’hui  sous 
le  nora  de  methode  du  balayage .  Elle  presente,  comme  methode  de  demonstra¬ 
tion,  l’avantage  de  la  generalite  et  elle  permet  de  supprimer  certains  intermedi- 
aires.  En  revanche  elle  semble,  moins  que  cede  de  Neumann,  susceptible  de 
s’approprier  au  ealcul  numerique. 

L’elegante  methode  de  Neumann  ne  paraissait  applicable  qu’aux  surfaces 
convexes.  J’ai  reconnu  (151,  185)  qu’elle  etait  beaucoup  plus  generale,  j’ai  montre 
rigoureusement  qu’elle  s’appliquait  a  toutes  les  surfaces  simplement  connexes  et 
j’ai  fait  voir  qu’elle  etait  probablement  applicable  a  une  surface  tout  a  fait 
quelconque;  c’est  ce  qui  a  d’ailleurs  ete  confirme  depuis.  Je  suis  malheureuse- 
ment  oblige  d’admettre  le  principe  de  Dirichlet  qu’il  faut  etablir  d’abord  par 
exemple  par  la  methode  du  balayage,  de  sorte  que  la  demonstration  doit  se  faire 
en  deux  temps. 

Les  memes  principes  peuvent  s’etendre  au  probleme  de  Tequilibre  d’un 
corps  elastique  qui  est  beaucoup  plus  eomplique  puisqu’il  y  entre  trois  equa¬ 
tions  a  3  inconnues.  J’ai  montre  (156)  qu’on  pouvait  resoudre  ce  probleme  par 
une  methode  tout  a  fait  analogue  a  cede  de  Neumann.  Je  n’ai  pas  neanmoins 
developpe  cette  idee  et  au  lieu  de  demontrer  rigoureusement  la  convergence  du 
procede,  je  me  suis  borne  a  un  aper^u,  analogue  au  «principe  de  Dirichlet», 
qui,  il  est  vrai,  n’est  pas  suffisamment  rigoureux,  mais  qui  ne  permet  pas  de 
douter  serieusement  du  resultat. 

Je  suis  revenu  a  diverses  reprises  sur  le  probleme  de  Fourier  relatif  aux 
lois  du  refroidissement  des  corps  solides.  Dans  mes  premiers  memoires,  je  me 
suis  place  plutot  au  point  de  vue  du  physicien  et  j’ai  montre  Texistence  des 
fonctions  harmoniques  par  des  aper^us  analogues  au  principe  de  Dirichlet 
(109,  113,  200).  C’est  a  ce  meme  point  de  vue  que  je  me  suis  place  le  plus  sou  vent 
dans  mon  enseignement  (293). 

C’est  seulement  plus  tard  (143,  220)  que  j’ai  donne  une  demonstration  ri¬ 
goureuse  de  ces  theoremes  d’ existence.  L’equation  est  la  meme  que  celle  des 
vibrations  d’une  membrane.  M,  Schwarz  avait  demontre  l’existence  de  la  pre- 
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miere  harmonique,  M.  Picard  celle  de  la  seconde.  J’ai  demontre  d’une  fa<jon 
plus  simple  l’existence  de  toutes  les  harmoniques.  La  methode  de  demonstration, 
toujours  fondee  sur  l’a  consideration  de  certaines  integrates  si  heureusement  in- 
troduites  par  M.  Schwarz,  repose  en  outre  sur  l’etude  d’une  certaine  fonction 
meromorphe  d’un  parametre  auxiliaire.  En  multipliant  cette  fonction  par  un 
polynome  convenable,  on  fait  disparaitre  quelques-uns  de  ces  poles;  le  cercle  de 
convergence  stetend  et  on  peut  aborder  1’etude  d’harmoniques  d’ordre  de  plus 
en  plus  eleve. 

Cette  methode  ne  s’applique  pas  seulement  au  probleme  du  refroidissement 
et  a  celui  des  membranes.  J’ai  dit  plus  haut  comment  j’avais  aborde  l’etude 
de  l’equation  de  Laplace  par  la  methode  de  Neumann  et  celle  de  Tequilibre 
des  corps  elastiques.  Dans  cette  double  etude  je  me  suis  encore  servi  des  in¬ 
tegrales  de  Schwarz  et  de  la  fonction  meromorphe  auxiliaire  dont  je  viens  de 
parler. 

Mais  on  peut  encore  employer  les  memes  procedes  dans  des  questions  bien 
differentes.  Je  m’en  suis  servi  par  exemple  pour  etudier  l’equilibre  et  le  mou- 
vement  des  mers  (146,  195).  Dans  le  probleme  statique,  par  exemple,  qui  est 
sensiblement  realise  dans  les  marees  a  longue  periode,  on  rencontre,  si  Ton  veut 
tenir  compte  de  l’influence  de  la  forme  des  continents,  des  fonctions  harmoniques 
analogues  aux  fonctions  spheriques  et  dont  Texistence  peut  encore  se  demontrer 
par  les  memes  methodes.  Le  probleme  dynamique,  tel  qu’on  doit  le  traiter 
pour  les  marees  a  courte  periode,  presente  evidemment  plus  de  difficultes.  II  se 
simplifierait  si  Ton  pouvait  negliger  la  force  de  Coriolis.  L’equation  ou  on  serait 
ramene  serait  encore  celle  des  vibrations  d’une  membrane  dont  la  tension  et  la 
densite  seraient  variables.  Si  Ton  tient  compte  de  la  force  de  Coriolis,  tout 
devient  plus  complexe.  Les  integrales  de  Schwarz  doivent  etre  remplacees  par 
d’autres  integrales  plus  eompliquees,  quoique  analogues;  mais  la  marche  generale 
du  calcul  reste  la  meme. 

Une  equation  de  meme  forme  du  —  eu  peut  encore  etre  traitee  de  la  meme 
maniere.  Ce  n’est  plus  cette  fois  en  vue  d’applications  physiques,  mais  en  vue 
duplications  analytiques.  J’ai  dit  plus  haut  quelle  etait  l’importance  de  cette 
equation  dans  la  theorie  des  fonctions  fuchsiennes.  M.  Picard  l’a  integree  le 
premier.  La  methode  que  j’ai  proposee  est  entierement  differente  et  repose  sur 
des  principes  analogues  a  ceux  dont  je  viens  de  parler.  Une  difficulty  nouvelle 
se  presentait  toutefois,  c’est  que  notre  equation  n’est  pas  lineaire  comme  le  sont 
d’ordinaire  celles  de  la  Physique  Mathematique.  Ce  qui  caracterise  ma  methode 
et  la  distingue  de  celle  de  M.  Picard,  c’est  qu’elle  (imbrasse  tout  de  suite  la 
totalite  de  la  surface  de  Riemann  envisagee,  tandis  que  M.  Picard  considere 
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cTabord  un  domaine  limite,  et  etend  ensuite  ses  resultats  de  proehe  en  proche 
jusqu’a  ce  qu’ils  soient  etablis  pour  la  surface  entiere  (Vide  supra  §  II). 

Une  autre  equation  lineaire  aux  derivees  partielles  a  ete  Pobjet  de  mes  re- 
cherches  (141).  C’est  Pequation  des  telegraphistes,  qui  par  sa  forme  tient  le  milieu 
entre  Pequation  des  cordes  vibrantes  et  celle  de  la  chaleur.  Les  resultats  aussi 
sont  intermediates  a  ceux  que  donnent  ces  deux  equations.  Dans  le  cas  des 
cordes  vibrantes  l’onde  se  propage  avec  une  vitesse  constant e  sans  se  deformer, 
sans  s’etaler,  sans  envover  d’avant-garde  ni  laisser  d’arriere-garde.  Dans  le  cas 
de  la  chaleur,  l’onde  s’etale  immediatement  sur  le  fil  conducteur  tout  entier, 
sans  qu’on  puisse  lui  assignor  une  commencement  ou  une  fin.  Dans  le  cas  de 
Pelectricite,  la  t6te  de  Ponde  s’avance  regulierement  avec  la  vitesse  de  la  lu- 
miere;  mais  Ponde  laisse  derriere  elle  un  residu,  une  sorte  de  queue. 

Les  conditions  a  remplir  aux  limites  sont  tres  differentes  de  celles  que  nous 
avons  envisagees  jusqu’ici.  J’ai  pu  mettre  en  evidence  les  faits  que  je  viens 
de  signaler  par  une  methode  ou  le  role  principal  est  joue  par  la  theorie  de 
Catjchy  sur  les  integrates  prises  entre  des  limites  imaginaires.  Je  suis  revenu 
sur  ce  sujet  a  plusieurs  reprises  (293,  292). 

Mais  dans  Petude  de  ces  equations  aux  derivees  partielles,  je  me  suis  ega- 
lement  place  au  point  de  vue  du  developpement  en  series  harmoniques.  L’exis- 
tence  des  fonctions  harmoniques  etait  etablie  par  les  theoremes  d’existence  dont 
j’ai  parle  plus  haut,  mais  la  convergence  des  series  ne  pouvait  se  demontrer  sans 
difficulte.  C’est  Cauchy  qui  a  le  premier  imagine  une  methode  generale  appli¬ 
cable  a  un  grand  nombre  de  ces  series.  J’ai  presente  cette  methode  de  Cauchy 
sous  une  forme  particuliere  (293)  qui  en  montre  le  veritable  esprit  et  qui  fait 
comprendre  quels  sont  les  obstacles  qu’il  reste  a  vaincre  quand  on  veut  l’appli- 
quer  a  un  problerne  particulier. 

Dans  le  cas  du  refroidissement  de  la  sphere  ou  du  cylindre,  les  fonctions 
harmoniques  sont  faciles  a  former  puisque  ce  sont  les  fonctions  bien  connues  de 
Bessel.  J’ai  pu  dans  ces  cas  particuliers  pousser  jusqu’au  bout  Papplication 
de  la  methode  de  Cauchy  (142,  293). 

L’une  des  plus  importantes  de  ces  series  est  celle  de  Laplace  qui  procede 
suivant  les  fonctions  spheriques.  La  convergence  a  ete  demontree  par  Lejeune 
Dirichlet.  J’ai  introduit  successivement  (144,  293)  de  telles  simplifications  dans 
cette  demonstration  qu’elle  devient  presque  meconnaissable.  Je  m’appuie  sur  la 
convergence  de  la  serie  de  Fourier  et  sur  certaines  proprietes  des  fonctions 
de  variables  imaginaires.  J’espere  que  la  forme  donnee  au  raisonnement  en  fa- 
cilitera  l’extension  a  d’autres  problemes  analogues. 

J’avais  egalement  a  traiter  la  convergence  des  series  harmoniques  que  I ’on 
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rencontre  dans  la  theorie  de  la  propagation  de  la  chaleur  ou  dans  celle  des  vi¬ 
brations  d’une  membrane.  Je  me  suis  contente  d’abord  (109,  113,  200)  de  simples 
aper^us.  Je  montrais  seulement  par  exemple  que  l’integrale  du  carre  de  l’erreur 
commise  tendait  vers  zero  quand  on  prenait  dans  la  serie  un  plus  grand  nombre 
de  termes.  Un  pared  resultat,  suffisant  pour  les  applications  physiques,  ne 
pouvait  satisfaire  le  mathematicien. 

Depuis  j’ai  obtenu  des  demonstrations  rigoureuses  (220);  mais  a  la  condi¬ 
tions  de  faire  des  hypotheses  restrietives  sur  la  fonction  a  developper.  Cela  n’a 
pas  d’ailleurs  d’importance  au  point  de  vue  des  applications,  car  on  peut  tonjours 
trouver  une  fonction  qui  satisfasse  a  ces  hypotheses  restrietives  et  qui  differe 
aussi  peu  que  Ton  veut  de  la  fonction  donnee. 


XXIV.  Critique  des  Theories  Physiques. 

(116,  117,  121,  122,  123,  125,  129,  137,  154,  155,  157,  160,  161,  162,  175,  184,  185, 
232,  233,  234,  239,  240,  241,  259,  275,  284,  285,  286,  287,  288,  289,  290,  291, 

293,  294,  298.) 

Dans  le  paragraphe  precedent,  j’ai  envisage  pour  ainsi  dire  les  problemes 
de  Physique  mathematique;  je  vais  les  eonsiderer  maintenant  par  le  cote  phy¬ 
sique. 

J’ai  publie  dans  une  serie  de  volumes  mes  cours  de  Physique  Mathematique. 
Je  reviendrai  sur  ces  volumes  au  point  de  vue  de  l’enseignement  (§  XXXI);  j’en 
parlerai  encore  a  propos  des  idees  philosophiques  exposees  dans  les  Prefaces 
(§  XXIX).  Pour  le  moment,  je  ne  m’oecuperai  que  de  l’interet  qu’ils  presentment 
pour  la  physique  proprement  dite.  J’ai  ete  amene  a  passer  en  revue  les  dif- 
ferentes  theories  physiques  et  a  les  soumettre  a  la  critique. 

J’ai  consacre  d’ailleurs  au  meme  objet  un  certain  nombre  de  notes  et 
d’articles. 

La  chaire  de  Physique  Mathematique  a  pour  titre  officiel:  Calcul  des  Pro¬ 
bability  et  Physique  Mathematique.  Ce  rattachement  peut  se  justifier  par  les 
applications  que  peut  avoir  ce  calcul  dans  toutes  les  experiences  de  Physique; 
ou  par  celles  qu’il  a  trouvees  dans  la  theorie  einetique  des  gaz.  Quoi  qu’il  en 
soit,  je  me  suis  occupe  des  probability  pendant  un  semestre  et  mes  lecons  ont 
ete  publiees  (294).  La  theorie  des  erreurs  etait  naturellement  mon  principal 
but.  J’ai  du  faire  d’ expresses  reserves  sur  la  generalite  de  la  «loi  des  erreurs»; 
mais  j’ai  cherehe  a  la  justifier,  dans  les  cas  oil  elle  reste  legitime,  par  des  con¬ 
siderations  nouvelles.  J’ai  montre  que  si  l’erreur  totale  resulte  de  l’accumula- 
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tion  d’un  grand  nombre  de  petites  erreurs  partielles,  si  ces  dernieres  suivent  des 
3ois  quelconques,  mais  symetriques,  Perreur  resultante  totale  sera  soumise  a  la 
loi  de  Gauss. 

Je  ne  m’etendrai  pas  sur  les  lemons  que  j’ai  consacres  aux  Tourbillons  (290) 
ou  a  la  Capillarite  (288);  ee  qu’elles  peuvent  contenir  de  nouveau  interesse 
plutot  Penseignement. 

J’ai  consacre  un  volume  a  la  Thermodynamique  (291).  Je  signalerai  seule- 
ment  dans  ce  volume  la  discussion  de  l’inegalite  de  Clausius 


La  demonstration  de  cette  inegalite  avait  donne  lieu  a  de  longues  controverses ; 
j’ai  cherche  a  la  mettre  a  Pabri  de  toute  objection. 

Dans  la  demonstration  des  theoremes  de  Gibbs,  on  rencontre  une  difficulty 
qui  avait  echappe  a  plusieurs  savants  eminents.  C’est  celle  qui  se  rapporte  a 
l’evaluation  de  Pentropie  d’un  melange  gazeux.  On  en  triomphe  d’ordinaire 
aujourd’hui  en  faisant  intervenir  les  proprietes  de  Posmose.  J’en  suis  venu  a 
bout  par  un  moyen  tout  different,  en  faisant  intervenir  les  proprietes  de  la 
dissociation  du  carbonate  de  chaux. 

L’irreversibilite  des  phenomenes  thermodynamiques  a  preoccupe  de  nom- 
breux  chercheurs.  On  en  a  voulu  donner  plusieurs  explications  mecaniques. 
La  premiere  est  celle  de  Helmholtz;  j’ai  montre  (116)  qu’elle  ne  suffit  pas  pour 
rendre  compte  des  faits  (vide  infra  §  XXVIII).  La  seconde  est  celle  qui  se  rattache 
a  la  theorie  cinetique  des  gaz.  J’y  ai  fait  diverses  objections  qui  me  semblent 
la  rendre  pen  vraisemblable,  mais  qui  cependant  ne  sont  pas  decisives.  J’ai 
discute  en  particulier  dans  deux  notes  (137)  divers  points  de  cette  theorie,  ce 
qui  m’a  donne  l’occasion  de  rectifier  une  faute  de  calcul  faite  par  Maxwell  a 
propo3  de  la  relation  entre  la  conductibilite  et  la  viscosite  des  gaz.  J’ai  d’autre 
part  justifie  le  principe  de  Boltzmann  et  montre  sa  Jegitimite  dans  des  cas  ou 
il  avait  ete  conteste  (259). 

J’ai  expose  a  deux  reprises  differentes  la  theorie  generale  de  l’elasticite 
(284,  in  initio,  289).  J’ai  montre  quelles  relations  il  doit  y  avoir  entre  les  21 
coefficients  d’elastieite  i°  dans  Phypothese  des  forces  centrales,  2°  dans  le  cas 
ou  la  pression  est  nulle  a  l’etat  d’equilibre.  Ces  resultats  supposent  qu’il  n’y  a 
que  des  molecules  d’une  seule  sorte,  et  ne  s’appliqueraient  pas  par  consequent, 
au  moins  immediatement,  a  deux  milieux  differents  se  penetrant  mutuellement. 
Ils  ont  donne  lieu  a  des  objections  que  j’ai  facilement  refutees  (125). 
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Dans  la  suite  de  mon  livre  (289)  j’ai  signale  (page  134)  une  erreur  commise 
par  Lame. 

Je  me  suis  occupe  aussi  d’un  probleme  particulier  d’elasticite  (129)  a  propos 
d’une  experience  de  M.  Cornu.  J’ai  montre  que  certaines  relations,  qui  partout 
sont  approchees,  deviennent  rigoureusement  exactes  sur  les  aretes  d’un  prisme 
a  base  reetangulaire. 

Les  equations  de  l’elastieite  s’appliquent  immediatement  a  1’Optique.  J’ai 
cherche  a  reunir  dans  une  exposition  commune  toutes  les  theories  optiques  des 
ondes.  En  particulier  (284)  j’ai  montre  comment  dans  le  cas  de  la  double  re¬ 
fraction,  les  theories  de  Fresnel,  de  Neumann  et  de  Sarrau  se  deduisent  des 
equations  generates  du  milieu  elastique.  De  meme,  grace  a  l’emploi  des  « con¬ 
ches  de  passages  les  diverses  theories  de  la  reflexion  sont  notablement  simpli¬ 
fies  et  on  comprend  mieux  leurs  rapports  mutuels. 

Que  resulte-t-il  de  ce  rapprochement  entre  la  theorie  de  Fresnel  oh  la 
vibration  est  supposee  perpendiculaire  au  plan  de  polarisation,  et  celle  de  Neu¬ 
mann  ou  elle  est  regardee  comme  parallel©  a  ce  plan?  On  sait  que  ces  deux 
theories  ont  jusqu’ici  egalement  bien  rendu  compte  des  faits;  mais  la  compa- 
raisori  que  j’ai  faite  entre  ces  deux  theories  m’a  montre  la  raison  de  ce  fait. 
Cette  raison  est  generale.  Tout  fait  dont  une  des  theories  rendra  compte,  sera 
egalement  bien  explique  par  l’autre,  de  sorte  qu’aucune  experience  optique  ne 
pourra  decider  entre  elles. 

On  a  voulu  chercher  un  critere  decisif  dans  les  phenomenes  de  diffraction, 
dans  la  reflexion  metallique  et  surtout  dans  1’experience  celebre  de  Wiener. 
J’ai  montre  (1 21,  122)  qu’on  s’etait  fait  la  une  illusion. 

Le  principe  de  Huyghens  et  ses  applications  a  la  diffraction  m’a  longtemps 
occupe.  J’ignorais  a  cette  epoque  les  travaux  de  Kirchhofe;  Interpretation 
que  j’ai  proposee  pour  le  principe  de  Huyghens  presente  les  plus  grandes  ana¬ 
logies  avec  celle  de  Kirchhoef;  elle  repose  egalement  sur  la  consideration  d’une 
integrate  analogue  au  potentiel  newtonien. 

J’ai  aborde  aussi  le  probleme  d’une  autre  maniere  (284  page  300;  285,  page 
98)  en  deduisant  direetement  des  equations  la  propagation  rectiligne  de  la  lu- 
miere  comme  premiere  approximation;  etla  diffraction  comme  second©  approxima¬ 
tion.  Je  montre  ainsi  que  la  direction  du  rayon  lumineux  doit  etre  conforme 
au  principe  de  Huyghens;  en  ce  qui  concerne  la  seconde  approximation,  je 
cherche  a  illustrer  la  theorie  generale  par  un  exemple  simple,  en  etudiant  les 
cas  de  propagation  anormale  des  ondes  dans  un  faisceau  tres  delie  (128,  285). 

Quoi  qu’il  en  soit,  la  theorie  de  la  diffraction  restait  tres  imparfaite.  Non 
seulement  la  question  de  la  polarisation  etait  laissee  de  cote,  mais  certains  phe- 
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nomenes  que  M.  Gouy  appelle  «diffraction  eloignee»  restaient  completement 
inexpliques.  J’ai  eherche  a  donner  une  theorie  de  la  diffraction  eloignee  et  de 
la  polarisation  par  diffraction  (184,  186);  malheureusement  j’etais  oblige  de  faire 
certaines  hypotheses,  assez  voisines  de  la  realite  pour  donner  une  idee  generale 
de  la  marche  des  phenomenes,  pas  assez  toutefois  pour  en  asseoir  la  theorie  com¬ 
plete  et  definitive. 

J’ai  passe  en  revue  dans  mes  lemons  publiees  les  principales  theories  de 
l’electrodynamique  (286,  287,  298).  Mais  j’ai  consacre  aussi  plusieurs  notes  a 
certaines  questions  particulieres.  J’ai  discute  (117)  la  loi  electrodynamique  de 
Weber  et  ses  rapports  avec  le  principe  de  la  conservation  de  l’energie.  J’ai 
etudie  (123)  les  conditions  d’equilibre  d’un  liquide  dielectrique  place  dans  un 
champ  electrique,  je  voulais  montrer  qu’on  pouvait  faire  cette  theorie  de  la  fagon 
la  plus  elementaire  et  sans  faire  intervenir  les  pressions  de  Maxwell.  J’ai  traite 
(176)  des  rapports  du  phenomene  de  Hall  avec  la  theorie  de  Lorentz. 

J’ai  consacre  (240)  un  article  a  1’induction  unipolaire.  Les  lignes  de  force 
magnetiques  sont-elles  entrainees  par  les  aimants  en  mouvement  ?  Ma  conclusion 
est  que  cette  question  si  controversee  est  denuee  de  sens. 

Mais  je  me  suis  surtout  occupe  des  rapports  de  FElectrodynamique  et  de 
l’Optique.  J’ai  traite  a  plusieurs  reprises  du  phenomene  de  Zeemann  (234,  239, 
298).  L’un  de  ces  articles  a  ete  critique  par  Lorentz.  L’experience  decidera. 
Si  l’on  confirme  definitivement  les  experiences  de  Zeemann  sur  la  dissymetrie 
du  triplet  dans  un  champ  faible,  relatees  par  Lorentz  dans  son  rapport  au 
Congres  de  Physique  (Tome  III,  page  31),  ce  sera  Lorentz  qui  aura  raison. 

J’ai  passe  en  revue  (286,  287,  298,  232)  les  principales  theories  electro- 
magnetiques  de  la  Lumiere,  celles  de  Maxwell,  de  Helmholtz,  de  Hertz,  de 
Lorentz  et  de  Larmor.  La  plus  satisfaisante  m’a  paru  6tre  celle  de  Lorentz. 
J’y  ai  fait  cependant  une  objection;  cette  theorie  n’est  pas  conforme  au  prin¬ 
cipe  de  l’egalite  de  Faction  et  de  la  reaction  (suppose  applique  a  la  matiere 
seule)  (232,  298).  Je  suis  revenu  (275)  plus  en  detail  sur  les  relations  de  la 
theorie  de  Lorentz  avec  ce  principe. 

J’ai  ete  amene  enfin  a  m’occuper  des  rayons  cathodiques  et  des  rayons 
Rontgen.  J’ai  donne  (162)  l’explication  d’une  experience  de  M.  Birkeland,  en 
determinant  la  trajectoire  des  rayons  cathodiques  dans  un  champ  variable. 
J’ai  refute  (154,  155,  233)  les  idees  de  M.  Jaijmann  sur  ces  rayons. 

J’ai  fait  (157,  160,  161)  diverses  observations  a  propos  de  certaines  experi¬ 
ences  relatives  aux  rayons  Rontgen.  C’est  dans  un  article  de  vulgarisation 
(260)  que  j’ai  emis  au  sujet  des  rayons  Rontgen  une  hypothese  qui  a  exerce 
une  certaine  influence  sur  le  developpement  de  la  Science.  Je  me  suis  demande 
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s’il  n’y  aurait  pas  quelque  relation  entre  ces  rayons  et  les  phenomenes  de  phos¬ 
phorescences.  Plusieurs  savants  ont  alors  dirige  leurs  recherches  de  ce  cote. 
Quelques-uns  n’ont  obtenu  que  des  succes  partiels  ou  douteux.  Mais  M.  Bec- 
qxjerel  a  reussi  completement  et  a  decouvert  les  rayons  qui  portent  son  nom. 
Les  phenomenes  qu’il  a  observes  ne  sont  pas  sans  analogie  avec  ceux  que  j’avais 
prevus;  mais  ils  sont  beaucoup  plus  extraordinaires  encore. 


XXV.  Oscillations  hertziennes.  (119,  126,  132,  140,  223,  224,  225,  287,  292.) 

Je  crois  devoir  mettre  a  part,  a  cause  de  leur  nombre  les  articles  que  j’ai 
consacres  aux  oscillations  hertziennes.  Le  premier  est  une  note  (119)  ou  j’ai 
rectifie  une  erreur  de  calcul  commise  par  Hertz  dans  la  determination  de  la 
periode.  Cette  rectification  etait  facile,  mais  il  importait  de  la  faire  prompte- 
ment;  car  a  ce  moment,  cette  erreur,  si  elle  etait  restee  inaper^ue,  aurait  pu 
arr§ter  les  progres  de  la  Science. 

J’ai  donne  dans  d’autres  notes  et  dans  mes  lemons,  des  procedes  en  vue  du 
calcul  plus  ou  moins  approche  de  la  periode  d’un  excitateur,  et  j’ai  discute  les 
differentes  circonstances  qui  influent  ou  qui  sembleraient  devoir  influer  sur  cette 
periode  (126,  223,  224,  292). 

Le  phenomene  de  la  resonance  multiple  decouvert  par  MM.  Sarasin  et  de 
la  Rive  semblait  assez  paradoxal.  J’en  ai  donne  une  explication  simple  (225, 
292)  fondee  sur  ramortissement  rapide  des  oscillations.  Cette  explication  a  ete 
confirmee  experimentalement  d’abord  par  M.  Bjerknes,  puis  par  d’autres  physi- 
ciens. 

J’ai  etudie  enfin  (132,  140)  la  propagation  d’une  onde  hertzienne  le  long 
d’un  fil.  J’ai  montre  que  l’affaiblissement  de  cette  onde  est  due  a  deux  cau¬ 
ses;  le  rayonnement  et  la  chaleur  de  Joule.  La  premiere  de  ces  causes  croit 
avec  le  diametre  du  fil,  tandis  que  la  seconde  decroit.  L’experience  semble  in- 
diquer  que  la  seconde  est  preponderante. 


SIXIEME  PARTIE. 

PHILOSOPHIE  DES  SCIENCES. 

XXVI.  Arithmetique  et  Analyse.  (244,  247.) 

Voulant  approfondir  la  philosophic  des  sciences  mathematiques,  je  devais 
d’abord  etudier  ces  sciences  dans  les  parties  oil  elles  sont  le  plus  degagees  d’ele- 
ments  sensibles  et  en  general  d’elements  etrangers.  C’est  la  que  j’avais  le  plus 
de  chance  de  penetrer  la  veritable  nature  du  raisonnement  mathematique.  Or 
c’est  en  arithmetique  que  la  notion  fondamentale  de  nombre  regne  dans  toute  sa 
purete.  C’est  done  a  l’arithmetique  que  je  devais  emprunter  mes  exemples  et  non 
pas  a  la  geometrie  comme  le  font  la  plupart  des  philosophes. 

J’ai  reconnu  pourtant  (247)  que  meme  en  arithmetique  le  raisonnement 
mathematique  n’est  pas  un  simple  syllogisme,  et  que  partout  le  syllogisme  est 
sterile.  Le  raisonnement  mathematique  exige  l’emploi  d’une  sorte  d’induction 
qui  differe  de  l’induction  ordinaire  parce  qu’elle  entraine  la  certitude  absolue. 
C’est  a  cette  induction  que  Ton  a  recours  par  exemple,  quand  on  affirme  qu’un 
theoreme  demontre  pour  le  nombre  i,  est  vrai  pour  tous  les  nombres,  si  Ton 
etablit  qu’il  est  vrai  de  n  +  i  s’il  Test  de  n. 

Comment  passe-t-on  maintenant  du  nombre  pur  au  continu  et  de  1’ Arith¬ 
metique  a  l’Analyse?  J’ai  etudie  (244)  les  origines  de  la  notion  du  continu 
mathematique;  j’ai  montre  qu’elle  ne  saurait  deriver  de  l’experience  et  qu’elle 
differe  beaucoup  de  la  notion  du  continu  physique,  qui  nous  vient  des  sens. 
Celle-ci  est  regie  par  la  celebre  «loi  de  Fechner»  qui  (si  on  voulait  traduire 
litteralement  les  experiences  qui  lui  servent  de  fondement)  devrait  s’exprimer 
par  la  formule  contradietoire: 

A>B,  A  =  C,  C  =  B. 

C’est  pour  lever  cette  contradiction  que  l’esprit  a  cree  le  continu  mathematique. 
Sa  puissance  creatrice  n’est  pas  epuisee  ainsi,  et  s’il  ne  l’exerce  pas  de  nouveau 
c’est  par  ce  que  l’experienee  ne  lui  en  fournit  pas  l’occasion. 
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XXVII.  Geometrie.  (226,  248,  249,  251,  252,  254,  256,  257.) 

Je  me  suis  a  plusieurs  reprises,  oecupe  d’eclaircir  les  origines  de  la  geometrie 
et  celles  de  la  notion  d’espace. 

Je  me  suis  demand©  (226,  256)  quel  est  le  veritable  caractere  des  verites 
geometriques  et  en  particulier  du  postulatum  d’Euclide.  Ce  postulat  est  il  tin 
fait  d’experience,  une  necessite  logique,  ou  un  jugement  synthetique  a  priori? 
Rien  de  tout  cela,  c’est  une  convention  et  il  n’est  pas  plus  raisonnable  de  se 
demander  si  ce  postulat  est  vrai  et  la  geometrie  de  Lobatcheffski  fausse  que 
de  rechercher  si  le  systeme  metrique  est  vrai  et  si  le  system©  de  la  toise  et  du 
pied  est  faux. 

Comme  Lie  je  crois  que  la  notion  plus  ou  moins  inconsciente  du  groupe 
continu  est  la  seule  base  logique  de  notre  geometrie.  Comme  Helmholtz  je 
crois  que  P  observation  des  mouvements  des  corps  solides  en  est  Porigine  psycho- 
logique.  Mais  je  ne  fais  pas  pour  cela  deriver  la  geometrie  de  Pexperience;  loin 
de  la.  Les  experiences  sur  les  solides  n’ont  ete  que  Poccasion  qui,  parmi  tous 
les  groupes  continus  dont  nous  aurions  pu  faire  une  geometrie,  nous  a  fait  choisir 
le  groupe  euclidien,  non  comme  le  seul  vrai,  mais  comme  le  plus  commode. 

J’ai  recherche  egalement  a  analyser  Porigine  psychologique  de  la  notion 
d’espace  (248,  254).  Comment  parmi  les  changements  que  nos  sens  nous  reve- 
lent  dans  les  objets  exterieurs  distinguons-nous  les  changements  d’etat  des 
changements  de  position?  C’est  que  ces  derniers  peuvent  toujours  §tre  corriges 
par  des  « changements  internes»  (mouvements  du  corps)  qui  eux-memes  se  dis- 
tinguent  des  « changements  externes»  parce  qu’ils  sont  volontaires  et  parce 
qu’ils  sont  accompagnes  des  sensations  que  Pon  est  convenu  d’appeler  muscu- 
laires.  Il  en  resulte  d’abord  qu’un  6tre  immobile  serait  incapable  de  creer  la 
geometrie. 

La  notion  de  Pespace  ne  peut  done  faire  partie  integrante  d’aucune  de  nos 
sensations  prise  isolement.  C’est  seulement  quand  nous  observons  l’ordre  dans 
lequel  ces  sensations  se  sueeedent  que  cette  notion  peut  prendre  naissance.  Or 
s’il  est  absurde  de  supposer  que  nous  puissions  imaginer  des  sensations  diffe- 
rentes  de  nos  sensations  normales,  nous  pouvons  au  contraire  avec  quelque  effort 
imaginer  une  succession  de  sensations,  pareilles  individuellement  a  nos  sensa¬ 
tions  normales,  mais  se  succedant  dans  un  ordre  anormal.  Nous  pouvons 
imaginer  que  ces  sensations  suivent  d’autres  lois  et  par  exemple  qu’elles  s’ordon- 
nent,  non  eonformement  a  la  structure  du  groupe  euclidien,  mais  conformement 
a  la  structure  d’un  autre  groupe.  Des  etres  qui  eprouveraient  nos  sensations 
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normales  dans  cet  ordre  anormal,  creeraient  une  geometrie  differente  de  la  notre. 
C’est  en  ce  sens  que  j’ai  pu  dire  (256)  sous  une  forme  legerement  paradoxale:  «quel- 
qu’un  qui  voudrait  y  consacrer  sa  vie.  arriverait  a  se  figurer  l’espace  a  quatre 
demensions».  Dans  un  autre  article  (257),  j’ai  decrit  un  monde  fictif  dont  les 
habitants  seraient  necessairement  conduits  a  creer  la  geometrie  de  Lobat- 
cheffski. 

Plus  paradoxal  encore  est  ce  que  je  dis  du  point  geometrique.  Cette  notion 
en  apparence  immediate  et  primitive  ne  me  semble  pas  resister  a  l’analyse  et 
j’en  eherche  Porigine  dans  la  structure  du  groupe  euclidien  et  l’etude  des  sous- 
groupes  qui  y  sont  contenus.  Je  cherehe  a  montrer  que  de  quel  que  fa£on  qu’on 
aborde  la  question,  on  sera  toujours  ramene  a  cette  consequence  (248,  249,  254). 

J’ai  refute  (251,  252)  les  idees  de  M.  Russell  sur  les  fondements  de  la 
geometrie.  Ce  philosophe  attribue  a  Pexperience  un  role  important  dans  la  ge- 
nese  de  la  geometrie.  Je  lui  ai  objecte  ce  que  j'avais  d it  ailleurs  (256)  qu’il  est 
impossible  d’experimenter  sur  des  droites  ou  des  figures  abstraites;  que  Pex¬ 
perience  ne  peut  porter  que  sur  des  corps  materiels,  et  qu’alors  si  on  opere 
sur  les  corps  solides,  on  aura  fait  une  experience  de  mecanique,  que  si  on  opere 
sur  les  rayons  lumineux,  on  aura  fait  une  experience  d’optique,  mais  qu’on 
n’aura  jamais  fait  une  experience  de  geometrie. 

Bien  que  sur  certans  points  je  fusse  d’accord  avec  M.  Russell  et  que  je 
rendisse  justice  a  son  talent,  j ’ai  ete  oblige  de  combattre  egalement  quelques 
autres  idees  de  cet  auteur. 

XXVIII.  Mecanique.  (116,  245,  246,  250,  253,  262,  303;  291,  preface.) 

Mes  recherehes  sur  les  principes  de  la  Mecanique  ont  ete  inspirees  par  le 
rue  me  esprit. 

La  notion  du  temps  necessitait  d’abord  un  examen  critique  analogue  a 
celui  que  j’avais  fait  subir  a  la  notion  d’espace.  On  admet-  generalement,  non 
seulement  que  le  temps  est  relatif,  mais  que  Pegalite  de  deux  durees  ne  peut 
etre  perdue  directement  et  ne  peut  meme  @tre  definie  que  par  une  sorte  de  con¬ 
vention.  J’ai  cherche  a  montrer  (250)  que  la  notion  meme  de  la  simultaneity 
de  deux  evenements  a  aussi  quelque  chose  d’un  peu  arbitraire,  j’allais  dire  d’un 
peu  conventionnel. 

J’ai  discute  (116,  245,  246)  la  portee  philosophique  du  second  principe  de 
la  Thermodynamique.  Ce  principe  est  ou  semble  etre  en  contradiction  avec  Thy- 
pothese  du  mecanisme  universel.  J’ai  parle  plus  haut  (§  XXIV)  des  diverses  ten- 
tatives  qui  ont  ete  faites  pour  lever  cette  contradiction  et  des  discussions  aux- 
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quelles  elles  ont  donne  lieu.  Jai  cherche  a  mettre  les  philosophes  au  courant 
de  ces  controverses. 

Les  principes  de  la  Mecanique  sont-ils  a  priori  ou  bien  leur  origine  est  elle 
empirique?  Aucune  de  ces  deux  solutions  n’est  entierement  satisfaisante.  Quelle 
position  convient-il  d’adopter  entre  les  deux?  Je  suis  revenu  sur  ces  problemes 
a  plusieurs  reprises  (253,  262,  302).  Ce  sont  des  faits  experimentaux  qui  nous 
ont  conduits  a  adopter  les  principes  fondamentaux  de  la  Mecanique,  celui  de 
l’inertie,  celui  de  Fegalite  de  Faction  et  de  la  reaction,  celui  du  mouvement  re- 
latif.  Devons-nous  conclure  que  ces  lois  ne  sont  qu’approchees,  que  des  experi¬ 
ences  nouvelles  nous  conduiront  a  y  a j outer  de  petits  termes  correctifs?  Pour 
nous  en  rendre  compte,  il  nous  suffit  d’essayer  d’enoncer  correetement  ces  prin¬ 
cipes,  en  les  appliquant  a  la  totalite  de  FUnivers.  Nous  reconnaissons  alors 
que,  quand  on  veut  leur  donner  une  forme  absolue,  ils  deviennent  inverifiables 
parce  que  nous  ne  pouvons  connaitre  que  les  mouvements  relatifs.  Nous  reste- 
rons  done  toujours  libres  de  les  conserver,  sans  crainte  d’etre  dementis,  et  nous 
les  conserverons  parce  que  Fexperience  nous  a  appris  qu’ils  sont  commodes. 
Voila  pourquoi  Fexperience  qui  leur  a  donne  naissance,  ne  pourra  plus  les 
detruire. 

Les  memes  considerations  s’appliquent  a  un  principe  qui  touche  de  plus 
pres  encore  a  la  Physique,  celui  de  la  conservation  de  Fenergie.  C’est  ce  que 
je  me  suis  efforce  de  demontrer  (291,  preface;  253,  302).  Quand  on  veut  donner 
a  ce  principe  une  valeur  absolue,  on  le  voit  pour  ainsi  dire  s’evanouir  en  une 
tautologie.  II  semble  qu’il  se  soit  mis  ainsi  hors  des  atteintes  de  Fexperience. 
II  n’est  pas  impossible  toutefois  que  des  experiences  nouvelles  nous  empechent 
de  lui  attribuer  une  portee  universelle,  en  nous  montrant  qu’il  ne  pourrait  re- 
cevoir  une  nouvelle  extension  sans  perdre  sa  fecondite.  C’est  ce  que  j’ai  cherche 
a  expliquer  (264). 

Quoi  qu’il  en  soit  de  ces  considerations,  je  me  suis  efforce  de  montrer  pour¬ 
quoi  la  Mecanique  est  et  doit  rester  une  science  experimentale  (302). 

XXIX.  Physique.  (263,  188,  264;  prefaces,  294,  284,  286,  291,  298.) 

En  penetrant  dans  le  domaine  de  la  Physique  on  doit  renoncer  a  ce  genre 
particulier  de  certitude  qu'exigent  les  Mathematiciens.  Nous  devons  nous  con- 
tenter  du  probable.  Le  calcul  des  probabilites  joue  un  role  neeessaire  et  j’ai 
montre  (263)  que  dans  toute  induction  on  faisait  un  calcul  de  probabilite  in- 
conscient.  J’ai  cherche  (263;  294,  preface)  a  penetrer  les  principes  de  ce  calcul, 
j’ai  cru  les  deeouvrir  dans  la  croyance  a  la  continuite  des  phenomenes  naturels. 

Acta  mathematica.  38.  Imprim6  le  28  mars  1913.  17 
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La  Physique  ne  peut  se  passer  des  Mathematiques  qui  lui  fournissent  la 
seule  langue  qu’elle  puisse  parler  (188).  De  la  les  services  mutuels  et  incessants 
que  se  rendent  l’Analyse  pure  et  la  Physique.  Chose  remarquable,  les  travaux 
des  analystes  ont  ete  d’autant  plus  feconds  pour  la  physique  qu’ils  ont  ete  plus 
exclusivement  cultivee  pour  sa  beaute  propre.  En  revanche,  la  Physique,  en 
posant  de  nouveaux  problemes,  a  ete  aussi  utile  au  Mathematicien  que  le  mo- 
dele  Pest  a  Partiste. 

Le  physicien  (264)  ne  saurait  se  contenter  de  Pexperience  toute  nul.  Son 
objet  n’est  pas  le  meme  que  eelui  de  Phistorien  et  un  fait  isole  est  pour  lui  sans 
valeur.  De  la  Putilite  de  la  generalisation  qui  exige  Pemploi  des  Mathematiques. 
Cette  generalisation  suppose  une  certaine  croyance  a  Punite  et  a  la  simplicity  de 
la  nature  (264;  291,  preface).  Cette  croyance,  justifiee  ou  non,  est  necessaire  a 
la  science. 

D’ailleurs  on  ne  saurait  se  passer  de  l’hypothese  et  souvent  une  hypothese 
fausse  a  rendu  plus  de  services  qu’une  hypothese  vraie.  Pour  tirer  parti  de  ces 
hypotheses,  on  a  cherche  a  resoudre  le  phenomene  complexe  observable  en  un 
tree  grand  nombre  de  phenomenes  elementaires  obeissant  tous  aux  memes  lois. 
C’est  ainsi  que  la  Physique  Mathematique  est  devenue  possible. 

Dans  les  theories  physiques,  il  faut  distinguer  le  fond  et  la  forme.  Le  fond, 
c’est  Pexistence  de  certains  rapports  entre  des  objets  inaccessibles.  Ces  rap¬ 
ports  sont  la  seule  reaiite  que  nous  puissions  atteindre  et  tout  ce  que  nous  pou- 
vons  demander.  c’est  qu’il  y  ait  les  memes  rapports  entre  ces  objets  reels  in- 
connus  et  les  images  que  nous  mettons  a  leur  place. 

La  forme  n’est  qu’une  sorte  de  v^tement  dont  nous  habillons  ce  squelette; 
ce  vetement,  nous  le  changeons  frequemment,  a  l’etonnement  des  gens  du  monde, 
que  cette  instability  fait  sourire  et  qui  proclament  la  faillite  de  la  Science.  Mais 
si  la  forme  change  souvent,  le  fond  reste. 

Les  hypotheses  relatives  a  ce  que  je  viens  d’appeler  la  forme  ne  peuvent 
pas  6tre  vraies  ou  fausses,  elles  ne  peuvent  etre  que  commodes  ou  incommodes. 
Par  exemple,  Pexistence  de  Tether,  celle  meme  des  objets  exterieurs  ne  sont  que 
des  hypotheses  commodes  (264;  284,  preface). 

C’est  pour  cela  que  Ton  voit  renaitre  de  leurs  cendres  en  se  transformant 
certaines  theories  que  Pon  croyait  definitivement  abandonnees.  C’est  pour  cela 
aussi  qu’il  y  a  certaines  categories  de  faits  qui  s’expliquent  egalement  bien  dans 
deux  ou  plusiers  theories  differentes,  sans  qu’aucune  experience  puisse  jamais 
decider.  Cela  est  vrai  en  particulier  pour  les  theories  mecanistes.  On  peut 
en  effet  demontrer  que,  si  un  phenomene  comporte  une  explication  mecanique,  il 
en  comportera  une  infinite  (264;  286,  preface). 
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Le  Mecanisme  en  tout  cas  n’est  que  Tun  des  vetements  dont  la  verite  peut 
s’habiller,  et  s5il  satisfait  notre  esprit,  il  ne  faut  pas  y  attacher  plus  d’impor- 
tance  qu’il  n’en  merite.  II  oblige  a  introduire  l’hypothese  de  fluides  auxiliaries 
tels  que  Tether;  j’expose  quelques  vues  sur  le  plus  ou  moins  de  realite  de  ce 
fluide. 

Je  termine  (264)  par  Texpose  de  1’etat  actuel  de  la  Science  et  de  ses  pro- 
gres  depuis  cinquante  ans.  Ma  conclusion  est  que  Ton  a  marche  vers  Tunite; 
progres  important,  car  on  ne  doit  pas  oublier  que  le  but  veritable,  ce  n’est  pas 
le  Mecanisme,  c’est  Tunite. 


XXX.  Psychologie  scientifique  et  Pedagogie.  (265,  266,  303.) 

Dans  la  formation  de  la  Science  Mathematique  et  dans  son  enseignement, 
on  distingue  deux  tendances  opposees,  la  tendance  analytique  et  la  tendance 
intuitive.  A  mesure  que  la  Scince  a  progresse,  la  premiere  a  tendu  a  prendre 
le  pas  sur  la  seconde.  Toutes  deux  ont  leur  role  necessaire  cependant.  Dans 
Tenseignement,  il  est  indispensable  de  faire  appel  a  Pintuition  pour  developper 
certaines  facultes  de  Tesprit,  utiles  au  savant  et  surtout  a  Tingenieur  (266). 
Dans  la  Science  meme,  Tintuition  reste,  sauf  pour  quelques  esprits  privilegies, 
Tinstrument  principal  de  Tinvention,  tandis  que  Tanalyse  tend  de  plus  en  plus 
a  devenir  le  seul  instrument  legitime  de  la  demonstration  (303). 

Je  me  suis  aussi  preoccupe  de  Tinfluence  que  peut  avoir  dans  Tenseignement, 
Temploi  de  la  notation  differentielle  (265).  J5ai  montre  quels  inconvenients  peut 
entrainer  T usage  premature  de  cette  notation. 


SEPTIEME  PARTIE. 
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XXXI.  Enseignement. 

Voici  le  tableau  des  cours  que  j’ai  professes  a  la  Sorbonne  depuis  1885. 

Chaire  de  Mecanique  Physique  et  Experimentale. 

2.  Frottement. 

1.  Cinematique  et  Mecanismes  (103,  296). 

2.  Potentiel.  Hydrostatique,  Hydrodynamique  (103,  296). 

Chaire  de  Physique  Mathematique. 

1.  Theorie  du  Potentiel. 

2.  Theorie  du  Potentiel  et  Propagation  de  la  Chaleur. 

1.  Theorie  mathematique  de  la  Lumiere  (284). 

2.  Theorie  de  Maxwell  (286,  298). 

1  Thermodynamique  (291). 

2.  Capillarite  (288). 

1.  Probleme  des  Trois  Corps, 

2.  Electrodynamique  (278,  298). 

1,  Elasticity  (289). 

2.  Electrostatique. 

1.  Optique  (285). 

2.  Tourbillons  (290). 

1.  Oscillations  electriques  (292). 

2.  Thermodynamique  et  theorie  cinetique  des  gaz. 
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1894,  1.  Propagation  de  la  chaleur  (293). 

1894,  2.  Caleul  des  Probability  (294). 

1895,  1.  Potentiel  newtonien  (295). 

1895,  2.  Electrostatique. 

1896,  1.  Elasticity. 

1896,  2.  Optique. 

Chaire  de  Mecanique  Celeste. 

1897,  1.  Sur  le  Probleme  des  Trois  Corps  et  les  Perturbations  Planetaires. 

1898,  1.  Sur  le  Developpement  de  la  Fonction  Perturbatrice  et  les  methodes 

de  Gylden  et  de  Hansen. 

1899,  x-  Sur  les  nouvelles  theories  eleetrodynamiques  (298). 

1899,  2.  Figure  des  Corps  Celestes. 

1900,  1.  Theorie  de  la  Lune. 

1901,  1.  Mouvement  des  Corps  Celestes  autour  du  leur  centre  de  gravite. 

La  signification  de  ce  tableau  est  aisee  a  comprendre;  par  exemple  1886,  1 
signifie  ier  semestre  de  Fannee  scolaire  1885 — 86.  Les  chiffres  en  caracteres  gros 
entre  parentheses  apr&s  Fenonce  d’un  cours  sont  des  renvois  a  la  bibliographie 
et  se  rapportent  aux  cours  qui  ont  ete  publies. 

Ce  serait  faire  double  emploi  que  de  revenir  sur  tous  les  cours  publiees, 
dont  j’ai  deja  parle  au  §  XXIV.  Je  dirai  seulement  quelques  mots,  au  point  de  vue 
de  Fenseignement,  des  cours  1888,  2  et  1890,  2  (286,  287).  A  cette  epoque,  on 
ne  s’etait  pas  encore  familiarise  sur  le  continent  avec  les  idees  de  Maxwell, 
et  il  etait  necessaise  de  jeter  un  pont  pour  ainsi  dire  entre  les  anciennes  manieres 
de  penser  et  les  nouvelles.  Maintenant  que  tout  le  monde  est  passe,  ce  pont 
peut  paraitre  inutile  et  les  precautions  que  j’ai  cru  devoir  prendre  etonneront 
quelques  personnes.  Neanmoins  je  erois  qu’aujourd’hui  encore  les  deux  images 
artificielles  dont  je  me  suis  servi  pour  faire  comprendre  les  idees  de  Maxwell, 
celle  du  fluide  inducteur,  et  celle  des  dielectriques  cellulaires,  peuvent  faciliter 
pour  certains  esprits  Fetude  des  theories  electriques.  Dans  mes  lecons  sur 
Felectrodynamique  (287)  j’ai  expose  les  idees  de  Helmholtz,  mais  je  crois  les 
avoir  rendues  plus  accessibles  en  employant  les  unites  electromagnetiques  au 
lieu  des  unites  electrostatiques  qui  etaient  aussi  mal  appropriees  que  possible 
au  but  que  poursuivait  le  savant  allemand. 

On  a  vu  que  tous  les  cours  n’avaient  pas  ete  publies.  Je  parlerai  seule¬ 
ment  des  cours  d’eleetrostatique,  des  deux  cours  de  1896,  et  des  lemons  sur  la 
theorie  cinetique  des  gaz. 
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Je  me  suis  efforce  cP exposer  l’electrostatique  sans  prononcer  le  mot  d’electri- 
cite  et  en  parlant  seulement  de  conducteurs  electrises.  Je  definissais  d’abord 
Pegalite  de  potentiel  de  deux  conducteurs  par  Pequilibre  electrique  comme  on 
definit  Pegalite  de  temperature  par  Pequilibre  tbermique,  et  ce  n’est  que  tout  a 
la  fin  du  cours  que  j’obtenais  Pexpression  habituelle  du  potentiel  par  une  inte¬ 
gral,  en  la  deduisant  d’un  certain  nombre  de  constatations  experimentales,  et 
en  particulier  des  experiences  sur  les  ecrans  electriques.  Je  reduisais  ainsi  autant 
que  possible  le  part  de  Phypothese. 

Dans  mon  second  cours  sur  Pelasticite  (1896,  1),  j ' ai  traite  plusieurs  ques¬ 
tions  nouvelles;  j  ’ai  expose  quelques-unes  des  idees  de  lord  Kelvin  et  montre 
par  exemple  qu’en  admettant  plusieurs  sortes  de  molecules  (et  pour  ainsi  dire 
plusieurs  milieux  se  penetrant  mutuellement)  on  pouvait  obtenir  des  equations 
contenant  21  coefficients  arbitrages  et  non  pas  15  seulement,  et  cela  sans  re- 
noncer  a  Phypothese  des  forces  centrales.  J’ai  expose  ensuite  d’une  fa^on  comp¬ 
lete  et  systematique  la  theorie  de  Pether  gyrostatique,  que  les  publications  de 
lord  Kelvin  permettent  de  reconstituer,  mais  non  sans  quelque  effort. 

Dans  mon  troisieme  cours  sur  POptique  (1896,  2),  j’ai  fait  jouer  un  grand 
role  aux  idees  de  M.  Gouy  sur  la  fa^on  dont  se  comporte  une  lumiere  poly- 
chromatique  en  traversant  un  appareil  optique  quelconque,  a  la  representation 
de  cette  lumiere  polychromatique  par  une  integrate  de  Fourier,  et  aux  conse¬ 
quences  qui  s’en  deduisent. 

Dans  mon  cours  sur  la  Thermodynamique  et  la  Theorie  Cinetique  des  Gaz 
(1893,  2),  j’ai  .expose  la  demonstation  des  deux  principes  de  la  Thermodynamique 
sous  une  forme  un  peu  plus  generate  et  plus  abstraite  que  la  forme  ordinaire. 
J’ai  ensuite  explique  la  theorie  du  viriel,  justifie  le  principe  de  Boltzmann — 
Maxwell  et  analyse  l’ouvrage  de  Maxwell.  J’ai  discute  l’influence  de  la  loi 
des  grands  n ombres  sur  les  equations  de  la  Mecanique,  mais  sans  arriver  sur  ce 
point  a  une  conclusion  definitive. 

A  la  fin  de  mon  cours  sur  les  tourbillons  (290),  j’ai  expose  les  idees  de 
Helmholtz  sur  la  formation  des  vagues;  cette  partie  du  cours  n’a  pas  ete 
publiee,  parce  que  je  ne  suis  pas  parvenu  a  une  solution  qui  rn’ait  entierement 
satisfait. 

On  peut  se  faire  une  idee  de  ce  qu’il  y  a  eu  de  plus  original  dans  mon 
enseignement  de  la  Mecanique  Celeste,  en  lisant  les  articles  que  je  publiais  en 
meme  temps  dans  le  Bulletin  Astronomique.  Dans  mon  cours  sur  la  Theorie 
de  la  Lune,  j’ai  expose  presque  exclusivement  les  methodes  de  Hill  et  de 
Brown  et  n’ai  eonsaere  que  quelques  lemons  a  celles  de  Delaunay.  Dans  mon 
cours  sur  le  mouvement  des  corps  celestes  autour  de  leur  centre  de  gravite,  j’ai 
fait  usage  des  quaternions. 


Analyse  de  ses  travaux  scientifiques. 
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XXXII.  Vulgarisation.  (227,  229,  230,  255,  258,  259,  260,  297,  299.) 

Dans  ces  articles  qui  portent  sur  la  Mecanique  Celeste,  sur  la  geodesie,  sur 
les  oscillations  hertziennes,  sur  les  rayons  Rontgen,  je  me  suis  astreint  a  eviter 
completement  l’emploi  des  signes  algebriques.  Je  rappallerai  seulement  que  c’est 
dans  Tun  d’eux  (260)  que  j’ai  emis  une  hypothese  qui,  historiquement,  n’a  pas 
ete  sans  influence  sur  la  decouverte  des  rayons  Becquerel, 


XXXIII.  Bibliographie.  (110,  189,  198,  205,  261,  276,  277,  282,  301.) 

Dans  ces  articles  j’ai  etudie  la  vie  et  les  travaux  de  Weierstrass,  Hermite, 
Bertrand,  Laguerre,  Halphen,  Tisserand. 


XXXIV.  Rapports  Divers.  (130,  147,  165,  170,  171,  180,  228,  235,  300.) 

Parmi  ces  rapports  je  citerai  ceux  que  j’ai  ete  charge  de  faire  sur  le  projet 
d’unification  du  jour  civil  et  du  jour  astronomique  et  sur  le  projet  de  decimali¬ 
sation  du  temps  et  de  la  circonferenee.  Ces  deux  projets  de  reforme  n’ont  pas 
reussi  par  suite  de  la  difficulty  d’une  entente  internationale.  Je  citerai  egalement 
mon  rapport  sur  la  nouvelle  mesure  de  Pare  de  meridien  de  Quito. 


